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PRÉFACE 


La mécanique est une science ancienne, maïs elle n'a acquis ses lettres de noblesse 
qu'à la fin du XVII* siècle après les travaux de NEWTON. Un siècle plus tard, EULER 
et surtout LAGRANGE ont apporté un œil nouveau et l'ont faite évoluer vers une for- 
mulation non seulement belle esthétiquement mais également susceptible de s'appli- 
quer à d'autres domaines de la physique. Cinquante ans plus tard, HAMILTON et 
JACOBI ont marqué leur empreinte d'une touche complémentaire très importante. 
Enfin, à la fin du XIX® siècle, POINCARÉ franchit une étape supplémentaire en intro- 
duisant la géométrie dans l'analyse des problèmes physiques. Au cours du XX° siècle, 
les physiciens ont fait fructifier les travaux de leurs illustres prédécesseurs. 


Cet ouvrage s'adresse aux lecteurs connaissant déjà l'approche newtonienne de la 
mécanique. De nombreux livres de problèmes — certains excellents - sont basés sur 
cette approche. Par contre, la littérature francophone est très pauvre sur les formu- 
lations de Lagrange et Hamilton et nous espérons que le présent ouvrage comblera 
cette lacune. 


Dans la même collection Grenoble Sciences, nous avons publié chez le même édi- 
teur un livre intitulé La mécanique : de la formulation lagrangienne au chaos hamiltonien, 
synthèse accessible à un étudiant de second cycle de tous les aspects de la mécanique 
moderne et de leur lien avec les autres disciplines de la physique. Il contient un 
grand nombre d'exercices et de problèmes, beaucoup originaux, sur les théories de 
Lagrange, Hamilton et Poincaré. Nous n'avons donné que les résultats ou des indi- 
cations très succintes pour résoudre les problèmes. Certains problèmes peuvent être 
jugés difficiles, ou tout simplement déroutants, et des lecteurs nous ont encouragés 
à rendre plus accessibles la solution de ces exercices qui illustrent tous les aspects 
abordés dans le livre. C'est l'objectif du présent ouvrage. Nous avons repris ici une 
bonne partie des problèmes présentés dans le livre précédent, souvent en essayant 
de les rendre plus clairs, parfois en essayant de leur trouver des prolongements 
intéressants. Nous en avons proposé de nouveaux adaptés à la démarche entreprise. 
Dans le même esprit, d'autres ont été retirés car jugés peu instructifs sur le plan de 
la physique, même si les points mathématiques qu'ils recouvraient étaient des consé- 
quences logiques d'aspects abordés dans le cours. 


Bien évidemment, le présent ouvrage est un complément naturel du livre de cours ; 
néanmoins nous avons tenu à ce qu'il soit autonome et, dans ce but, sont adjoints 
à chaque chapitre des rappels de cours succints, suffisamment clairs et complets. 
Ils sont suffisants pour aborder et résoudre les problèmes présentés en suite ; tout 
concept ou notion nécessaire à l'obtention de la solution est présenté et développé 
dans les résumés de cours. Le but est de familiariser l'étudiant aux approches lagran- 
gienne et hamiltonienne, qui sont peut-être difficiles à appréhender, de montrer la 
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puissance de ce formalime et de permettre l'acquisition des techniques indispen- 
sables à ce genre d'étude. Les problèmes sont choisis dans ce but et illustrent très 
souvent des situations physiques concrètes et parfois de la vie de tous les jours. 


Ce livre est structuré autour de huit chapitres intitulés : 


1 - Formulation de Lagrange 

2 — Systèmes lagrangiens 

3 — Principe de Hamilton (appelé aussi principe de moindre action) 
4 - Formalisme hamiltonien 

5 — Formalisme de Hamilton-Jacobi 

6 - Systèmes intégrables 

7 - Systèmes quasi-intégrables 

8 — De l'ordre au chaos 


Dans chaque chapitre, le lecteur trouvera : 


> Un résumé assez approfondi, clair et succint, des notions de cours à retenir, 


des points importants à mémoriser et les notations et symboles utilisés dans les 
problèmes. 


Les énoncés des problèmes regroupés à la suite les uns des autres. Ces énoncés 
sont suffisamment détaillés pour qu'avec les rappels de cours le lecteur ne soit 
pas obligé d'aller chercher les informations nécessaires dans d'autres sources. 
Toutes les fois qu'une figure s'avère nécessaire à la bonne compréhension du 
texte, elle est dans l'énoncé. La difficulté progressive des problèmes est symbo- 
lisée par un nombre croissant de petits carrés (de 1 à 3) ajoutés au titre. 

Les réponses détaillées des problèmes sont regroupées en fin de chapitre. Un 


grand nombre de figures complémentaires est ajouté dans le corps du texte pour 
illustrer les points essentiels ou pour éviter de longues périphrases. 


Au début de l'ouvrage, un tableau synoptique regroupe, chapitre par chapitre, 
l'ensemble de tous les problèmes traités en donnant pour chacun d'eux les références 
(numéro, titre, page), la difficulté (niveau 1 à 3 correspondant au nombre de petits 
carrés de l'énoncé), ainsi que les points forts, les aspects particuliers abordés. 


Deux objectifs sont recherchés : 


Rendre concrètes, par des exemples simples et souvent académiques, des notions 


apparemment très abstraites. Les méthodes de résolution ne sont pas forcément 
les plus élégantes ou les plus rapides, mais il est important de vérifier, sur ces 
exemples simples, la bonne maîtrise de ces nouveaux outils de la mécanique. Par- 
fois un même problème, ou une même situation physique, est repris dans un cha- 
pitre ultérieur avec de nouveaux outils afin d'insister sur ce qu'apporte chaque 
méthode particulière. 


Montrer la puissance de ces outils en physique pour des domaines aussi variés 


que la mécanique traditionnelle, l'optique, l'électromagnétisme, les ondes en 
général et la mécanique quantique. Sur ces thèmes de physique passionnants 
et parfois d'actualité, nous ne traiterons que l'aspect mécanique. Cependant le 
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lecteur pourra satisfaire sa curiosité en cherchant, avec les mots clés, des infor- 
mations complémentaires d'abord dans une encyclopédie de bonne qualité, 
puis sur Internet avec un moteur de recherche tel que Google (et pour des sujets 
moins classiques avec Yahoo). Il y trouvera aussi bien des cours complets, que 
des articles récents. 


Nous ne pouvons que fortement conseiller au lecteur de refaire quelques-unes des 
applications ou figures proposées dans les solutions détaillées. Les auteurs ont uti- 
lisé les logiciels de dessin xfig et xmgrace, que l'on peut télécharger gratuitement sur 
Internet. Les résolutions d'équations différentielles ont été effectuées grâce au logi- 
ciel de calcul formel Mathematica. 


> Remerciements 


Le comité de lecture de ce livre doit être remercié dans son ensemble, pour toutes 
les remarques et suggestions qui ont permis une cohérence plus grande et une 
meilleure qualité pédagogique de l'ensemble. Nous avons également apprécié la 
disponibilité des étudiants dont l'enthousiasme et les questions de toutes sortes 
nous ont grandement aidés à rendre la matière plus compréhensible. 


Les personnes en charge de l'édition, Nicole SAUVAL et Jean BORNAREL, ont été pour 
nous des conseillers compétents ; enfin, nous ne saurions oublier Sylvie BORDAGE, 
Julie RIDARD et Thierry MORTURIER dont le rôle dans l'élaboration des figures et la 
mise en page fut très précieux. 


Un ouvrage n’atteint jamais la perfection, ni dans la forme, ni dans le fond. Si, 
malgré le soin apporté par les auteurs dans la rédaction, vous repérez des erreurs, 
des imperfections ou des incohérences, nous vous serions très reconnaissants de 
nous les signaler sur l’une des deux adresses électroniques suivantes : 


claude.gignoux@club-internet.fr 


silvestre@lpsc.in2p3.fr 
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Chapitre 1 


FORMULATION LAGRANGIENNE 


Résumés de cours 


1.1. LES COORDONNÉES GÉNÉRALISÉES 


Un système mécanique est constitué, au bout du compte, d'un certain nombre N 
d'éléments à, doués d'une masse m,, qui peuvent être considérés comme ponc- 
tuels, localisés à la position f,,. La configuration de ce système est donnée par l'en- 
semble des coordonnées de chacun de ses constituants. Cependant, dans la plupart 
des situations, en raison de contraintes internes au système (par exemple dans un 
solide la distance entre les constituants est indépendante de la configuration) ou de 
contraintes externes (par exemple un point assujetti à rester sur une surface 
donnée), qui imposent un certain nombre de relations entre ces coordonnées, un 
nombre plus petit d'informations permet de préciser exactement la configuration 
du système. Ces n variables (n S3N), qui définissent de façon non ambiguë la 
configuration du système, sont appelées les coordonnées généralisées ; on les note 
de façon globale g, pour désigner l'ensemble (g,42,:::,q,) des n coordonnées 
généralisées g;. Dans tous les cas pratiques, les coordonnées généralisées sont soit 
des longueurs, soit des angles. Le fait que les coordonnées généralisées soient suf- 
fisantes pour décrire entièrement la configuration se traduit de façon mathémati- 
que par l'existence de N relations #,(q,t) (&=1,::,N), dépendant de seulement 
n variables q;. On rencontre parfois une dépendance explicite en temps, lorsque 
les contraintes dépendent elles-mêmes du temps, par exemple lorsqu'un point se 
déplace sur une surface qui bouge dans le temps. 


1.2. LES ÉQUATIONS DE LAGRANGE 


La formulation lagrangienne de la mécanique consiste à écrire les équations de 
Newton, qui dépendent de N quantités vectorielles 7,,, en fonction des n quantités 
scalaires g;(q1,q2,::,4,). Prenons pour commencer le cas où les #7 coordonnées 
généralisées sont indépendantes ; dans ce cas, n s'appelle le nombre de degrés de 
liberté du système. Le formalisme de Lagrange repose sur l'énergie cinétique T, 
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qui est une quantité cinématique définie à l'aide des vitesses ! ü,, = fe = dr. / dt de 


N 
chaque point matériel par T = Î > dà : 
aœ=1 


Lorsqu'on exprime les positions des particules à l'aide des coordonnées générali- 
sées, l'énergie cinétique s'exprime elle-même non seulement à l'aide des # coor- 
données généralisées g;, mais aussi des n vitesses généralisées q; = dq; / dt et 
éventuellement du temps : T(q,4,t). À partir de l'énergie cinétique, on construit les 
ñ quantités cinématiques À;, appelées quantités d'accélération généralisées, par 
la relation suivante 2: 


PeRE. 
Ai(g:4, 4,0 = 20, T(q,4,1) 09 T(a,4,t) (1.1) 


Alors les équations de Newton se traduisent dans le formalisme lagrangien à l'aide 
de # équations dynamiques, connues sous le nom d'équations de Lagrange, qui 
s'écrivent : 


A;(g,9,9,8) = Q;(q,q,t) (1.2) 


où les Q;(q,4,t) sont des quantités dynamiques, appelées forces généralisées, qui 
seront définies ultérieurement. 


Les équations de Lagrange constituent un système de # équations différentielles 
couplées du second ordre. 


> Mode d'emploi et précisions 


La première tâche réclame l'expression de l'énergie cinétique en fonction Ÿ des vi- 
tesses généralisées, éventuellement des coordonnées généralisées, et plus rarement 
du temps * (voir problème 1.4). Pour cette obtention, on suppose que les coordonnées 


1 Comme habituellement en mécanique, une quantité surmontée d'un point définit sa déri- 


vée première par rapport au temps, de deux points sa dérivée seconde, ….: f =df / dt, 
f=d?f/ dt, 


2 En vue de simplicité typographique, nous utiliserons abondamment les notations simpli- 
fiées pour définir les dérivées partielles d'une fonction de plusieurs variables : 


d,f(&.y)= af(x y) / 2x, 9, Fay) = f(x) /, dy f(x, y) = DEF (x, y) /(Oxdy) 


3 Le choix des coordonnées généralisées est arbitraire. Le meilleur choix de départ est celui 
qui donne la fonction énergie cinétique la plus “élégante”. 

4 L'énergie cinétique est une fonction des variables indépendantes coordonnées générali- 
sées et vitesses généralisées. Ce n'est que pour des forces données que l'énergie cinétique 
sera une fonction de q(f) et de sa dérivée. 
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généralisées varient dans le temps q(f) ; dans l'expression des vitesses des points 
matériels intervient naturellement la dérivée de ces fonctions par rapport au 
temps 4(f). Ainsi l'énergie cinétique s'exprime-t-elle à l'aide de g et de q. Pour la 
suite, ces fonctions sont considérées comme des variables indépendantes. Parfois 
l'énergie cinétique ne fait apparaître que les vitesses généralisées, d'autres fois les 
vitesses généralisées et les coordonnées généralisées. Prenons le cas d'une parti- 
cule de masse "1 se déplaçant dans un plan : si on repère la position de la particule 
à l'aide des coordonnées cartésiennes (x, 1), l'énergie cinétique ne fait apparaître 
que les vitesses généralisées puisque T(x,y)= Lm(xe2 +12), tandis que si l'on fait le 
choix des coordonnées polaires (p,6) la même énergie cinétique contient, en plus 
des vitesses généralisées, la coordonnée p puisque T(p, A) = Lm(p2 + p26?). 


Une fois obtenue l'expression de l'énergie cinétique, la suite des opérations est la 
suivante : 


+ Ondérive la fonction énergie cinétique par rapport à la coordonnée généralisée q; 
pour former d,,T(q,4,t). 


+ On dérive la fonction énergie cinétique par rapport à la vitesse généralisée 4; pour 
former d;.T(q,q,t). 
+ On dérive par rapport au temps la fonction d,T(, g,t),en considérant que l'on a 


affaire à une fonction gq(t), pour laquelle g = dq(t) / dt et 4 = dg(t) / dt. On forme 
finalement la quantité d'accélération généralisée AÀ;(q,4,4,t). 


Pour l'exemple d'une particule en utilisant un jeu de coordonnées polaires, cela 
donne: À, = m(p — p?) ; AG = m(p?à + 2ppd). 


Comme, grâce aux équations de Newton, le produit de la masse par l'accélération 
(quantité d'accélération) est fixé par la force agissant sur le système, la valeur de 
cette quantité d'accélération généralisée est la force généralisée et les équations de 
Lagrange sont le pendant naturel des équations de Newton. Tant que la force n'est 
pas précisée, la fonction g(f) intervenant dans l'accélération généralisée est arbi- 
traire. L'égalité des accélérations généralisées aux forces généralisées entraîne un 
système d'équations différentielles qui n'est vérifié que pour certaines fonctions gq(f), 
qui sont précisément les solutions du mouvement réel appelées trajectoires. Pour 
les préciser sans ambiguïté, il faut se donner les valeurs des conditions initiales q(0) 


et g(0). 


1.3. LES FORCES GÉNÉRALISÉES 


Pour définir les forces généralisées, il faut d'abord introduire la notion de déplace- 
ment virtuel. Imaginons à un instant donné deux configurations du système infi- 
niment voisines q et q+6q, compatibles avec les contraintes affectées au système : 


ôq est appelé déplacement virtuel. Dans ce déplacement, les constituants ot se sont 


déplacés d'une quantité ôr,, et les forces hf agissant sur eux ont effectué un travail 
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N 
total GW = Ÿ f,-8r,. Cette quantité est dite travail virtuel et elle peut s'écrire en 
a=1 
ne faisant intervenir que le déplacement virtuel 8q sous la forme : 


LL 
SW = Ÿ Q; ôq; (13) 
= 


Cette expression définit les forces généralisées® Q;(q,4,P). Notons bien qu'un dé- 
placement virtuel est seulement compatible avec les contraintes et peut ne pas du 
tout correspondre à un déplacement réel du système lors de son évolution tempo- 
relle donnée par les équations de Lagrange (1.2). 


Insistons sur un point. Dans le formalisme lagrangien, les forces responsables des 
contraintes sont inaccessibles, puisque le choix des coordonnées généralisées a été 
effectué justement pour s'en débarrasser. Comme ce sont des quantités en général 
inintéressantes cela ne porte pas à conséquence et l'élégance des équations de 
Lagrange prend tout son sens. Si, malgré tout, nous tenons à avoir l'expression de 
ces forces de contrainte, il est nécessaire d'introduire des coordonnées généralisées 
supplémentaires (pour se débarrasser des contraintes gênantes) afin d'obtenir un 
travail virtuel non nul pour ce type de force (voir problèmes 1.4 et 1.7). 


Lorsque le système est à l'équilibre, les vitesses et les accélérations généralisées 
sont nulles ; les équations de Lagrange (1.2) impliquent une valeur nulle pour les 
forces généralisées. La relation : 


Q; =0 à l'équilibre (1.4) 


constitue le principe de d'Alembert. 


1.4. LES MULTIPLICATEURS DE LAGRANGE 


Envisageons maintenant le cas où les #7 coordonnées généralisées ne sont pas in- 
dépendantes. Rappelons que les coordonnées généralisées ont été introduites dans 
le but de prendre en compte un certain nombre de contraintes prédéfinies. Le cas 
envisagé correspond donc à la situation où le système présente des contraintes 
supplémentaires à celles-ci. En pratique cela se produit lorsque les contraintes ne 


5 La force généralisée dépend des coordonnées généralisées, du temps et parfois aussi des 
vitesses généralisées. C'est le cas pour des forces de frottement, pour la force magnétique, 
pour la force de Coriolis. À ce sujet, remarquons que si le travail réel de ces dernières for- 
ces est nul car elles sont perpendiculaires au déplacement réel, il n'en est pas de même 
pour le travail virtuel, le déplacement étant arbitraire. 
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permettent pas de réduire le nombre de coordonnées généralisées, ou lorsque la 
recherche de nouvelles coordonnées généralisées s'avère par trop compliquée. 


Tous les déplacements virtuels ne sont plus possibles, mais astreints à de nouvelles 
conditions prenant en compte ces contraintes supplémentaires. Pour être simple, 
prenons le cas d'une seule condition, qui s'écrit sous la forme différentielle : 


n 
i=1 


Cette équation définit la quantité AÀ;, ingrédient important pour les équations de 
Lagrange contraintes. Il existe un cas très simple de contrainte, dite holonome, pour 


f 
laquelle cette quantité est la différentielle d'une fonction D: Y'A; ôq; = d®(q). La 
i=1 
contrainte exprime donc que ®(q) est une constante. Cela permet d'exprimer une 
coordonnée généralisée en fonction des n —1 autres ; il suffit de procéder ainsi dans 
l'expression de l'énergie cinétique et dans les forces généralisées © pour travailler 
maintenant avec 1-1 coordonnées généralisées. Le système possède en fait 7-1 
et non n degrés de liberté. 


Si la contrainte n'est pas holonome, ou si l'élimination n'est pas tâche aisée, alors on 
garde les coordonnées généralisées originales mais on introduit un multiplicateur 
de Lagrange. Nous ne désirons pas, dans ce bref rappel, faire la théorie générale 
des multiplicateurs de Lagrange. Bornons-nous simplement à donner la forme des 
équations de Lagrange contraintes dans le cas où le système est en présence de 
l contraintes différentielles du type (1.5) : 


Î 
A(q,4,,1) = Q(a,à,0+ SA AË(q,t) (1.6) 
k=1 


Les quantités À; sont des multiplicateurs de Lagrange. Leurs valeurs doivent être 
déterminées en même temps que la trajectoire g(f) par la solution des n équations 
différentielles et des ! contraintes imposées aux coordonnées. Les multiplicateurs 
de Lagrange trouvent une interprétation en terme de forces de réaction associées 
aux contraintes (voir problème 1.8). 


6 C'est le cas du roulement sans glissement pour les problèmes à deux dimensions. Ce n'est 
plus le cas à trois dimensions. 


Notons que pour qu'il y ait roulement sans glissement la force de réaction possède obli- 
gatoirement une composante tangentielle à la surface de roulement. Et pourtant dans un 
déplacement virtuel, elle ne travaille pas. La raison en est que, dans ce déplacement vir- 
tuel 66, le point d'application de la force décrit une cycloïde et il n'y a déplacement qu'au 
2€ ordre en 64 perpendiculairement et au 3° ordre tangentiellement (voir problème 1.5). 
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Problèmes : énoncés 


1.1. LE CRIC [SOLUTION ET FIGURE P. 31] = 
Ce problème est une simple application du principe de d' Alembert. 


Un cric est un mécanisme articulé destiné à soulever de lourdes charges (une voi- 
ture par exemple), représenté sur la figure 1.1. Il est constitué de deux plateaux 
rigides (l’un prenant appui sur le sol, l’autre soutenant la charge de poids P) arti- 
culés à un losange déformable de côté /, par l'intermédiaire d’une tige filetée de 
pas À, (l'entraxe du cric change d’une longueur h en un tour de manivelle) action- 
née par une force F exercée sur une manivelle de bras 4. 


PS 


KI ___] 


Figure 1.1 - Principe du cric. 


K 


On suppose aucun frottement sur les parties mécaniques du cric (heureusement 
dans la réalité les forces de frottement existent et permettent de retenir la masse 
sans effort !). 


En inspectant les contraintes pour le système, montrèr que celui-ci est à un seul 
degré de liberté. Quelle coordonnée généralisée vous semble la plus pertinente ? 

En utilisant le principe de d’Alembert, donner le lien entre le poids à soulever et 
la force exercée, en fonction des caractéristiques du cric et de l’angle 8 que fait un 
côté du losange avec la tige filetée. 

Application numérique — Calculer le rapport entre le poids soulevé et la force exercée, 
pour un cric de bras de manivelle a =20 cm, de filetage } =2 mm, au début du levage 
lorsque 8 = 30°. 


www.Ebook777.com 
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1.2. LA FRONDE [SOLUTION P. 32] = 
Application très simple de l'équation de Lagrange. 


Une tige rigide est maintenue fixée en une de ses extrémités O. Elle tourne dans 
un plan horizontal autour de © avec une vitesse angulaire constante @=@ (voir 
figure 1.2). Une masse “ponctuelle” # coulisse sans frottement sur cette tige. Elle 
est lâchée sans vitesse initiale d’un point À tel que OA = a. 


Figure 1.2 


La fronde. 


Trouver la coordonnée généralisée la plus naturelle et faire le bilan des forces réelles 
et des forces généralisées. 
Ecrire et résoudre l'équation de Lagrange. 


1.3. LA CORDE GLISSANT SUR LA TABLE [SOLUTION P. 33] = 
Problème classique pour lequel le formalisme lagrangien est bien adapté. 


Une partie L—1 d’une corde de longueur L, de masse linéique constante L, repose 
à l'instant initial rectilignement sur une table horizontale. L'autre partie, de lon- 
gueur /, pend verticalement dans un champ de pesanteur constant g. On la lâche 
sans vitesse initiale. On fait l'hypothèse simplificatrice que la partie hors de la table 
reste constamment verticale ? (figure 1.3). 


7 En réalité la quantité de mouvement prise par la partie horizontale de la corde lors de sa 
chute fait qu'elle continue un moment sur sa lancée et que la corde ne prend pas un vi- 
rage à angle droit. De plus, la corde est un système souple qui peut avoir des déformations 
transverses et la chute provoque des ondulations de celle-ci. On négligera évidemment 
toutes ces complications. 


1 


BE © ND = 
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Figure 1.3 
Corde glissant sur une table. 


On suppose d’abord l'absence de frottement sur la table. Trouver une coordonnée 
généralisée et faire le bilan des forces réelles et des forces généralisées. Ecrire et 
résoudre l'équation de Lagrange. 

On suppose à présent un frottement solide, de coefficient de frottement f constant 
(on suppose le coefficient de frottement dynamique égal au coefficient statique). 
Quelle est la longueur l, minimum nécessaire pour que la corde se mette en mouve- 
ment. Si {> lQ, écrire et résoudre l'équation de Lagrange. 


1.4. FORCE DE RÉACTION D'UNE PERLE SUR UN CERCEAU 
[SOLUTION ET FIGURES P. 34] CE 


Exemple de calcul d'une force de réaction par ajout d'une coordonnée généralisée. 


Considérons le système formé par une perle M percée, de masse #1, assujettie à 
glisser sans frottement sur un cerceau sans masse de centre O, de rayon KR, qui 
tourne autour d'un de ses diamètres fixe Oz, le long de la verticale ascendante. 
L'angle ® que le plan du cerceau fait avec le plan xOz varie au cours du temps 
selon une loi connue imposée par un opérateur : 4(f). On prendra comme coordon- 
née généralisée l'angle 8 entre OM et la verticale Oz. 


Ce système est plongé dans un champ de pesanteur constant £ dirigée le long de la 
verticale descendante. 


Donner l'expression de l'énergie cinétique. 

Donner l'expression de la force généralisée. 

Ecrire l'équation de Lagrange correspondante. 

Cette question simple permet d'illustrer la différence entre travail virtuel et travail 
réel. On s'intéresse à la force de réaction du cerceau sur la perle. En introduisant une 
nouvelle coordonnée généralisée qui permette un travail pour la composante de la 
force de réaction normale au plan du cerceau, déterminer celle-ci. Contrôler votre 
résultat à l’aide de la force d'inertie de Coriolis. 


1.5. LE PENDULE DE HUYGENS [SOLUTION ET FIGURE P. 36] sx 
Met en évidence le travail des forces de contact responsables du mouvement sans glissement. 


Dans un plan vertical Oxz, un point matériel M, de masse "1, est fixé à un cerceau 
sans mâsse, de rayon K, qui peut rouler sans glisser sur une tige horizontale Ox, 
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située au-dessus de lui. Il est bien connu que la courbe décrite par M est une cy- 
cloïde. On prendra comme coordonnée généralisée 6, telle que Rd soit l’abscisse 
du centre C du cerceau. L'origine © est choisie lorsque M est dans sa position la 
plus basse, CM étant alors parallèle à Oz. Le système est soumis à un champ de 
pesanteur constant ç dirigé le long de la verticale descendante. 


Ecrire l’équation de Lagrange relative à la coordonnée d@. 
On change de variable et on pose x = sin(® / 2). Montrer que x varie de façon har- 


monique dans le temps avec la pulsation © = /g/(4R). En déduire que @ évolue 


périodiquement avec la même pulsation indépendamment de son amplitude. On 
parle d’un pendule isochrone. 


1.6. CYLINDRE ROULANT SUR UN PLATEAU MOBILE 
[SOLUTION ET FIGURE P. 38] En 


Met en évidence le travail des forces de contact responsables du mouvement sans glissement. 


Un cylindre homogène, de rayon R et de masse M, de moment d'inertie 1 autour 
de son axe, roule sans glisser sur un plateau horizontal. Ce plateau est animé 
d'un mouvement de translation perpendiculaire à l’axe du cylindre, avec une loi 
horaire a(t) imposée par un opérateur. Cette situation simule par exemple le mou- 
vement d'une bouteille dans le coffre d'une voiture. 


On choisira comme coordonnée généralisée l'angle 8 qui repère un point quel- 
conque du cylindre avec la direction horizontale. Montrer que la position X du 
centre du cylindre dans le référentiel galiléen est lié à 6 par une contrainte holo- 
nome que l'on déterminera. Quelle est la quantité d'accélération correspondante ? 
Résoudre l'équation de Lagrange correspondante et donner l'accélération réelle du 
centre du cylindre. 

On reprendra cette question en choisissant comme coordonnée généralisée la posi- 
tion X du centre du cylindre. 


1.7. MOUVEMENT D'UN CYLINDRE MAL ÉQUILIBRÉ 
[SOLUTION ET FIGURES P. 39] Eu« 


Application du théorème de Koenis ; liaison holonôme. 


Un cylindre droit, de rayon R, de masse M, non homogène, de centre C, a son 
centre de gravité G situé à une distance 4 de son axe. La masse volumique est 
constante le long d'une droite parallèle à l'axe ; cette propriété entraîne qu'un des 
axes principaux du cylindre est aussi parallèle à l'axe. On désigne par 1 le moment 
d'inertie du cylindre par rapport à la droite parallèle à l'axe et passant par G. On 
désire étudier son mouvement de roulement sans glissement, sous l'effet de la 
pesanteur g, sur un plan horizontal fixe, le plan de sa section circulaire restant fixe 
(le vecteur rotation instantanée @ est constamment parallèle à l'axe). 
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> Equation du mouvement 


Prenez comme seule coordonnée généralisée, pour définir la configuration du cylin- 
dre, l'angle 6 entre la verticale vers le bas et la direction CG. Tenez compte de la 
contrainte de roulement sans glissement et écrivez l'équation de Lagrange. 

En multipliant les deux membres de cette équation par la vitesse angulaire Ô, retrou- 
vez la conservation de l'énergie E (on parle d'une intégrale première). Pour se faire 
une idée des types de mouvement, représentez la vitesse angulaire en fonction de 
l'angle pour différentes valeurs de l'énergie : 6(8,E). 


> Force de réaction verticale 


Expliquer pourquoi il peut y avoir un comportement singulier si le cylindre tourne 
trop vite. En utilisant une deuxième coordonnée généralisée qui brise la liaison avec 
le plan, déterminer la composante verticale F,(8,E) de la force de réaction du plan. 
On peut admettre que cette force est la plus faible lorsque le centre de gravité est au 
plus haut. En déduire l'énergie maximum du système. 


> Force de réaction horizontale 


Le roulement sans glissement n'est possible que parce que le plan peut exercer une 
force de réaction horizontale sur le cylindre. Mais on sait que le rapport entre les 
composantes horizontale et verticale ne peut dépasser le coefficient de frottement f. 
Pour obtenir cette composante horizontale F,(6,E), ilest nécessaire d'envisager deux 
coordonnées généralisées, de façon à briser la contrainte de roulement sans glisse- 
ment. Etudier ensuite graphiquement les conditions pour qu'il y ait roulement sans 
glissement, en fonction de l'énergie. 


1.8. ESSIEU LIBRE SUR UN PLAN INCLINÉ [SOLUTION ET FIGURES P.43] MMM 
Pour comprendre l'utilisation des multiplicateurs de Lagrange. 


Un essieu CC’, sans masse, maintient deux roues identiques, de centres € et C’ et 
de rayon R, dans des plans normaux à celui-ci et distants de L= CC”. Ces roues, 
dont l’essieu est un axe de révolution, ont une masse "1, et trois moments d'inertie 
1 = 1, =T (dans le plan de la roue) et J3 (le long de CC”). 


Le système mécanique considéré est l’ensemble de l’axe et des deux roues (figure 1.4). 


On étudie le roulement sans glissement de ce système sur un plan incliné faisant un 
angle & avec l'horizontale. Pour des roues solidaires, le mouvement est celui d'un 
cylindre, c’est-à-dire un mouvement uniformément accéléré. 


Le but de ce problème est l'étude du mouvement lorsque les deux roues tournent 
de façon indépendante. 


On choisit un système d’axes perpendiculaires dans le plan incliné : XX” horizontal 
et ŸYYŸ” une ligne de plus grande pente ascendante. On repère le centre © de l’essieu 
par ses coordonnées X et Ÿ dans ce repère d'origine À quelconque. La direction C’C 
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fait un angle 8 avec l’horizontale XX”. On désigne par 6 et ’ les angles qui repè- 
rent les rayons vecteurs de chaque valve avec la perpendiculaire au plan incliné. Le 
système est donc constitué par cinq coordonnées généralisées (X,Y,8,d,0°). 


Figure 1.4 - Essieu à roues indépendantes roulant sans glisser sur un plan incliné. 


Il existe quatre relations scalaires de contraintes (deux par roue) dues au roulement 
sans glissement pour chacune des roues. En fait, deux des contraintes sont iden- 
tiques. Donner les trois relations de contraintes indépendantes et montrer que l’une 
est holonôme et les deux autres ne le sont pas. 

En introduisant trois multiplicateurs de Lagrange À, À, À3, écrire les cinq équa- 
tions de Lagrange contraintes. 

Interpréter, en termes de forces de contact, les trois multiplicateurs de Lagrange. 
Pour résoudre les huit équations (cinq équations de Lagrange plus trois équations de 
contraintes), on introduira le changement de variables 6 =(d+’)/2 et 5 =(d—67"). 
Réécrire les équations de Lagrange avec ces nouvelles variables. Etudier, selon les 
conditions initiales, les types de comportement observés pour l’essieu. En particu- 
lier, donner les équations du mouvement lorsqu’au temps initial, le centre de l’essieu 
se trouve en À lancé dans la pente avec une vitesse V,, l'essieu lui-même étant 
horizontal et possédant une vitesse angulaire 8(0) = &. 

Calculer, dans ce cadre, les multiplicateurs de Lagrange À; qui représentent les 
forces de réaction. 


1.9. L'INDICATEUR DE VIRAGE [SOLUTION ET FIGURE P. 47] su“ 
La mécanique “dans les nuages”. 


En l'absence de toute référence visuelle (vol IFR pour Instrument Flight Rules), le 
pilote d’un aéronef ignorerait s’il accomplit ou non un virage sans l’aide d’un petit 
instrument (quelques dizaines de cm), appelé indicateur de virage ou aiguille. IL 
s'agit d'un gyroscope de centre O agencé comme sur la figure 1.15 de la page 47. 


Un axe X’OX, parallèle et solidaire du fuselage de l’aéronef, est supposé rester ho- 
rizontal pendant le virage. Un cadre, de normale OZ, à la liberté d’osciller autour 
de X’X. Le système mécanique étudié est le volant d'inertie du gyroscope qui est 
un cylindre de révolution d'axe Y’OY. Les axes d'inertie sont OX, OY, OZ, qui 
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forment un trièdre OXYZ direct et orthogonal, et les moments d'inertie correspon- 
dants sont respectivement 1x = 17 et 1; =1. 


Figure 1.5 - Gyroscope à l'intérieur d'un avion. 
Sont représentés l'axe Y'Y du gyroscope, la verticale vraie OZ et la verticale apparente Oz’. 


Un moteur entretient la rotation du volant autour de l’axe Y’Y et lui impose une 
vitesse angulaire Q constante. 


On désigne par Oz’ la verticale apparente de l’aéronef, c'est-à-dire la normale au 
plan des ailes. Un petit ressort spiral cherche à faire coïncider les axes Oz’ et OZ 
avec un couple de rappel € =-k8, où 8 est l’angle entre les deux axes Oz’ et OZ. 
Une aiguille permet de mesurer cet angle 0. 


L'aéronef effectue un virage, à vitesse angulaire constante & (figure 1.5 ; l'axe de 
rotation effectif se situe en dehors de l'avion, mais ça ne change rien au raisonne- 
ment), autour de la verticale vraie OZ (parallèle à l'accélération de la pesanteur &). 
On désigne par & l'angle entre Oz et Oz”, que l’on suppose constant pendant tout 
le virage. 


On choisit comme coordonnée généralisée l’angle 8, qui est la seule liberté restante 
au gyroscope. 


Dans un premier temps, on suppose que la verticale apparente est confondue avec 
la verticale vraie : & = 0. 


Ecrire l’énergie cinétique du volant. 


Dans la suite du problème, nous ferons l'hypothèse @ << Q, toujours réalisée en 
pratique. 
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2 Calculer la quantité d'accélération A et le seul travail virtuel non nul. En déduire 
l'équation de Lagrange. 

3 On cherchera à présent la solution d'équilibre (8 = Cte) (qui est obtenue pratique- 
ment à l’aide d’un petit amortisseur pneumatique). Donner & en fonction de 8 ; on 
négligera pour cela les termes en w?. Le pilotelit l'angle 6 et en déduit &. 


En fait, la réalité est un peu plus compliquée. Comme un cycliste, l’aéronef s'incline 
pour tourner, ce qui correspond à un angle & #0. Le pilote maintient constantes 
l'inclinaison et la vitesse V de l’aéronef pendant le virage. 


4 Donner à en fonction de V, de & et g. Le plus simple est de considérer un pro- 
blème de statique dans le référentiel lié à l'avion. 

5 Comment est modifiée la relation donnant & en fonction de 8 si on prend correc- 
tement en compte l’inclinaison (obligatoire) de l’aéronef ? Quelle relation doit-il 
exister entre V, g et les caractéristiques de l'instrument pour qu'il soit le plus sen- 
sible possible (avoir la plus grande valeur de 8 pour un «© donné) ? Pour cela on 
fera l’approximation à = tan(c). 


1.10. UNE EXPÉRIENCE POUR MESURER LA VITESSE DE ROTATION 
DE LA TERRE [SOLUTION P. 49] CI 


Une alternative au pendule de Foucault, réalisée par A.H. COMPTON. 


Imaginez-vous assis sur un manège en rotation avec une vitesse angulaire cons- 
tante w. Vous tenez par son axe un disque qui peut tourner librement sans frotte- 
ment avec une vitesse angulaire 6. Au début vous maintenez l’axe vertical et le 
disque est immobile dans le référentiel du manège. Faites pivoter l’axe de façon à 
le rendre horizontal. Ce faisant, vous ressentez une réaction de l’axe et, surprise, le 
disque se met à tourner spontanément autour de son axe. Continuez le changement 
d'orientation de l'axe jusqu’à le renverser jusqu'à la verticale. Vous constatez que 
la vitesse de rotation du disque augmente. 


Il est très facile de faire l'expérience, assis sur un tabouret tournant, avec une roue 
de vélo tenue à deux mains. 


En se plaçant au pôle et en considérant la Terre comme le manège, cette simple 
expérience permet de mettre en évidence la rotation de la Terre de manière directe, 
par un dispositif moins encombrant que le pendule de Foucault. Elle a été propo- 
sée et réalisée par A.H. COMPTON [Phys. Rev. 5, février 1915, 109]. 


1 Déterminer la vitesse angulaire du disque d autour de son axe pour chaque angle 8(f) 
entre son axe et l'axe de rotation du manège. 
2 Que prédit le calcul si vous faites l'expérience non au pôle maïs à la latitude À ? 
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1.11. FORCES D'INERTIE GÉNÉRALISÉES [SOLUTION P. 50] un 
Comment utiliser le formalisme de Lagrange dans un référentiel non galiléen ? 


Dans l'établissement de la formule (1.1), on ne fait aucune hypothèse sur le choix 
du référentiel. L'énergie cinétique et l'accélération qui apparaissent sont celles rela- 
tives à ce référentiel. Lorsque celui-ci n’est pas galiléen, il est nécessaire de prendre 


en compte les forces d'inertie et de remplacer mçû4 par Fe ) + fi }, la somme de la 
force vraie agissant sur le point matériel & et la force d'inertie correspondante. On 


rappelle que la force d'inertie est elle-même la somme d'une force d'entraînement 
due à l'accélération de l'origine, d'une force de Coriolis (dépendant de la vitesse v,, 


dans le référentiel envisagé) et d'une force centrifuge : fQ) = -m, 41 -2m,6 À ü% 
- Ma(d®/dt) Ar Ma À (® A F,). Le formalisme conduit, dans ce cas, à des équa- 


tions de Lagrange avec des forces d'inertie généralisées supplémentaires Q; — Qf" 
i 
+ Q! }, 


Dans le cas d’un référentiel en translation, d'accélération a(e) (celle-ci peut éventu- 
ellement dépendre du temps), montrer que la force généralisée d'inertie est simple- 
ment Qf9) = -Mi9,, Rem, où M est la masse totale du système et R,,, la coordon- 
née du centre de masse. 

Comme application, écrire les équations de Lagrange, dans un champ de pesanteur 
constant, d’un pendule de longueur ! dont le point de suspension subit un mouve- 
ment vertical quelconque /(f). 

Dans le cas d’un référentiel en rotation uniforme, de vecteur rotation instantanée ®, 
montrer qu’il existe une force généralisée de Coriolis re) =04; (@L)-d (0; (GL)]/dt 


(cent) 
i 


et une force généralisée centrifuge =0,T,où L= > mr, A0, est le moment 
qi oo Va 


œ 
cinétique du système autour d’un point de l’axe dans le référentiel choisi et T = 


1 = V2 14 Sr Le s | Lez : de 
5 D malo) est l'énergie cinétique du système dans le référentiel choisi. 
œ 


Indications - On utilisera avec profit la notation du produit mixte La, bé] = à: (o A c) 


et de ses propriétés d'invariance sous les permutations paire et de changement de 
signe sous les permutations impaires. Les formules de calcul vectoriel suivantes 
seront également les bienvenues : 


anfbaë)=(ac)b-(av)e ; (nb) rd)-(6.8)(6.d)-(5.41(1.6) 


1 — FORMULATION LAGRANGIENNE 31 
Problèmes : solutions 


1.1. LE CRIC [ÉNONCÉ ET FIGURE P. 22] 


On nomme ABCD le losange du cric, le sommet À sous le poids, le sommet B à 
la manivelle et © le centre du losange, au milieu de la tige filetée BD. A priori la 
configuration du système est donnée par l'angle & que fait la manivelle avec la 
verticale, et par la forme du losange, c'est-à-dire les valeurs de DB et AC. En fait, 
nous avons une première contrainte holonôme due à la distance invariante du côté 
du losange OA? +OB? = 12. Nous avons une deuxième contrainte holonome due à 
la tige filetée qui donne un lien entre & et DB (lorsque à varie de 2n, DB varie 
de h). Finalement l'angle & seul permet de décrire la configuration du système ; 
celui-ci est à un degré de liberté. 


Figure 1.6 


Losange ABCD représentant 
le cric de façon schématique. 


Faisons un déplacement virtuel 84 dans le sens direct. La tige filetée augmente 
sa longueur DB de ôx=hôa/(2x) et la longueur OB=OD de 60B=6x/2.En 
consquence OA diminue, puisque la relation OA? +OB? =? doit toujours être 
satisfaite. 


Il est facile, dans ces conditions, de voir que 6CA = 280A = -ôx / tan. On obtient 
ainsi la variation d'altitude du poids en fonction du déplacement virtuel : ôz = CA = 
—hôo /(27 tan 8). 


Les forces intervenant sont : 
+ le poids P agissant en À qui effectue un travail : 8Wp? = —P ôz = Phôa / (2xtan8) ; 


+ la force du point d'appui dont le point d'application ne bouge pas et qui ne tra- 
vaille donc pas ; 


+ la force F agissant sur la manivelle dont le travail virtuel a pour expression 
ÔWF =-Faëa (si on veut maintenir l'équilibre, la force doit être opposée au 
sens de rotation direct considéré ci-dessus). 


Le travail virtuel total 8W =(Ph/(2rtan0)- Fa)ôa = Q,, da est la somme de ces 
deux travaux. On en déduit la force généralisée Q,, = Ph /(2ntan@)- Fa. A l'équi- 
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libre, le principe de d'Alembert impose une force généralisée nulle, ce qui conduit 
à l'expression demandée : 


P_2ratanû 

F h 

Pour avoir un rapport aussi grand que possible (ce qui est la justification du prin- 
cipe du cric), il faut choisir un grand bras de manivelle et/ou un petit pas de vis. 


Application numérique — Avec a =20 cm, h =0,2 cm et tan =0,577, ontrouve P/F= 


363, ce qui permet de maintenir soulevée une voiture de 16000 N avec une force de 
seulement F=11 N (n'oublions pas que P = 16000 / 4 dans ce cas). 


1.2. LA FRONDE [ÉNONCÉ ET FIGURE P. 23] 


Le système Oxyz est galiléen ; l’axe OZ est vertical et son vecteur unitaire k est 
dirigé vers le haut. Dans le plan xOy il est naturel de repérer la masse par sa dis- 
tance à O : OM=p. L'angle 6 entre Ox et OM évolue linéairement dans le temps 
à = ot, puisque la vitesse de rotation angulaire est constante 6 = @. Soulignons que 
® n’est pas une coordonnée, car c’est une fonction imposée de l'extérieur. 


1 Les forces sont le poids, le long de Oz, et la force de réaction de la masse sur la tige, 
perpendiculaire à celle-ci puisque la liaison est sans frottement. Aucune de ces deux 
forces ne travaille lors du déplacement virtuel ôp le long de OM. Le travail virtuel 
des forces est donc nul et Q = 0. 


Q, =0 


2 L'expression de l'énergie cinétique ne présente aucune difficulté ; c’est celle que 
l’on rencontre avec des coordonnées polaires : T = m6? +02p°), d’où l'on tire, 
grâce à (1.1), l'accélération généralisée A, = m5 -w?p). Finalement l'équation de 
Lagrange A, =Q, =0 entraîne l'équation différentielle p-æ?p=0. La solution 
générale est bien connue p(t) = Ach(æf)+ Bsh(wf). On détermine les constantes 
d'intégration par les conditions initiales P(0)=0 et p(0)= 4. On trouve facilement 
A=4 ; B=0, d'où la solution au problème : 


pt} =ach(ot) 


Note - L'équation bp = 0 représente le principe fondamental de la dynamique, 
dans le référentiel tournant (accélération = force centrifuge). Dans ce cas un raison- 
nement classique est encore plus simple. 
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1.3. LA CORDE GLISSANT SUR LA TABLE [ÉNONCÉ ET FIGURE P, 23] 


Soit M la masse de la corde et 1 =L/M sa masse linéique. On peut prendre 

comme coordonnée généralisée la longueur x qui pend verticalement. La corde 

ne s’allongeant pas, tous les points & de la corde ont la même vitesse v,, = * ; Vo. 

On en tire l'énergie cinétique de la corde T = LE mava = 1 LMx* = luLx2, On en 
œ 

déduit l'accélération grâce à (1.1): A =uLx. 


Comme forces réelles extérieures, on distingue le poids de la corde et la force de 
réaction de la table (perpendiculaire à la table puisqu'il n’y a pas de frottement), 
toutes deux verticales. Faisons un déplacement virtuel ôx. Le travail du poids et 
de la force de réaction sur la partie horizontale est nul, car le déplacement leur est 
perpendiculaire. Il reste le travail du poids ugx de la partie pendante qui vaut 
ôW = gx 6x = Q 6x ; on en déduit l'expression de la force généralisée Q = gx. 


L'équation de Lagrange À = Q entraîne uLX = ugx soit X — @?x = 0 avec © = \g/ L. 


La solution de cette équation différentielle est x(f) = A ch(owt) + Bsh(æt). On déter- 
mine les constantes d'intégration grâce aux conditions initiales x(0)=0 ; x(0)={. 
Elles impliquent À =] ; B=0, d'où la solution : 


x(t) = Ich(t/g/L) 


Dans ce cas, la force de réaction R possède une composante verticale R, et une 
composante horizontale R,. A l'équilibre, la partie sur la table est soumise au 
poids P, à la force de réaction R et à la tension de la corde T due au bout qui 
pend. On doit donc avoir P+R+T=0.La projection sur la verticale donne P = 
R, =u(L-1)g. La projection sur l'horizontale donne KR}, =T. D'autre part, la ten- 
sion est aussi égale au poids de la partie pendante (pour que celle-ci soit à l'équi- 
libre) : T=ulg = Ry. 


Ce raisonnement “à la Newton” est le plus simple à comprendre. La condition de 
frottement statique solide impose R, <fR, soit 1< f(L-1). On en tire l'existence 
d’une longueur critique l pour que l'équilibre existe : /< 14. Cette longueur mini- 
mum pour que la corde prenne un mouvement est donc : 


l sf” L 
La f 

L'énergie cinétique a la même forme qu'auparavant et conduit encore à A =pLX. 
Par rapport au cas envisagé précédemment, la force de frottement horizontale tra- 
vaille (la tension est une force interne qui ne travaille pas) et son travail virtuel est 
— R}Ôx (la force s'oppose au déplacement). Le travail virtuel total est donc ôW = 
{ugx-— R,)ôx. D'autre part pour un frottement dynamique : R, =fR, = fP = fug(L-x). 
On en déduit la force généralisée Q = ug[(1+f)x-fL]. 
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L'équation de Lagrange À = Q entraîne Y =(g / L( + f}x — f1] ou encore *=(9/L) 
+f)(x- lo) = wi(x — l), où on a introduit une nouvelle pulsation dynamique en 
présence de frottement @} = Ve(+ f)/L. La solution de l'équation différentielle 


résultante, avec les conditions initiales, conduit à l'expression suivante, valable 
seulement pour un temps inférieur au temps de chute : 


x(b)= lo. +(- ren ED 


Réfléchissez un peu au fait, qui semble paradoxal, qu'en présence de frottement le 
taux de variation dans le temps pour la longueur pendante est supérieur au même 
taux sans frottement ©, > @. 


1.4, FORCE DE RÉACTION D'UNE PERLE SUR UN CERCEAU [ÉNONCÉ P. 24] 


On peut partir des coordonnées cartésiennes exprimées en fonction de R,6,%, mais 
il est tout aussi simple de raisonner directement en coordonnées sphériques, puisque, 


après tout, les variables proposées sont justement ce type de coordonnées. Notons 
les vecteurs unitaires traditionnels 4, (le long de OM), üg (le long du déplacement 


sur le cercle) et ä, (le long de la normale au plan du cerceau). L'expression de la 
vitesse de la perle est donnée par d = R(é üg +sin80 ü ): C'est simplement l'expres- 


sion de la vitesse en coordonnées sphériques lorsque la perle est assujettie à demeu- 
rer sur le cercle (R = 0). De la vitesse, on tire l'expression de l'énergie cinétique : 


qe LmR2(e? + (#2 sin28 | 


Dans ce cas particulier, il serait faux de penser que & est une coordonnée générali- 
sée ; c'est simplement une fonction imposée de l'extérieur. Nous sommes en pré- 
sence d'une contrainte (le cerceau) qui varie au cours du temps ; en conséquence, 
l'énergie cinétique dépend du temps de façon explicite par l'intermédiaire de la fonc- 
tion O(#) (voir figure 1.7). 


Donnons à la perle un déplacement virtuel 68 ; elle se déplace physiquement de 
Ôr — Rô8 9. Puisque la liaison est sans frottement, la force de réaction est toujours 


perpendiculaire au cerceau et cette force ne travaille pas. La seule force qui travaille 
est le poids P =mg(sinOtig -cos@ü,). Le travail virtuel correspondant est SW = P-8r 
= mgk sin 8 868. En identifiant cette expression à Qÿ 68, on obtient aisément la force 


généralisée : 


Qg = mgRsin8 
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Figure 1.7 


Perle M coulissant sans frottement 
sur un cerceau tournant à vitesse imposée. 


3 A partir de l'énergie cinétique, on déduit la quantité d'accélération grâce à (1.1) : 
Ae = mR?(8—-62cos8sin8). L'équation de Lagrange correspondante Ag = Qg four- 
nit, après simplification, l'équation différentielle 8 : 6 = . sin 0 + o(#)2 cos6sin0 . 

On vérifie directement ce résultat grâce au principe fondamental de la dynamique 
en prenant le moment de la force de pesanteur et de la force centrifuge, ce qui donne 
la dérivée par rapport au temps du moment cinétique (voir figure 1.8). 


Le système ne possède qu'un seul degré de liberté et il est sans fondement d'essayer 
de calculer une quantité d'accélération Ar la variable n'étant pas une coordon- 
née généralisée. 


R sin 64? 
Figure 1.8 LL 


Poids et force centrifuge 


agissant sur la perle. mg 


8 Le signe devant le terme de rappel de pesanteur peut sembler surprenant. Il est dû à notre 
choix de la définition de l'angle 8 (à partir de la verticale orientée vers le haut). 
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On s'intéresse à la composante f le long de la normale 4, au plan du cerceau Si 
on veut la calculer, il faut introduire des coordonnées généralisées qui fassent tra- 
vailler cette force. Dans ce but, on introduit, en plus de 6, l'angle à entre le plan du 
cerceau et le plan xOz. C'est le même angle que celui correspondant à la rotation 
imposée, mais à présent au lieu de le considérer comme une fonction donnée; on le 
considère comme une coordonnée à part entière. 


Soit 89 un déplacement virtuel de la perle. Celle-ci se déplace de ôr = Rsin65ou,. 
Le travail virtuel est ôW = f -Ôr = fRsin669 = Q,60. D'où l'expression de la force 
généralisée Q, = fRsin@. En utilisant l'expression de l'énergie cinétique et la défi- 
nition (1.1) de la quantité d'accélération, l'équation de Lagrange A4 =Q4 donne 
explicitement mR20sin2 0+ 2m1R266 sin 8cos8= fRsin8. Après simplification, on tire 
l'expression cherchée : 


f(E) = 2mR6(#)8 cos 8 + mRo(t)sin® 


Contrairement à son travail virtuel qui est nul, cette force travaille dans un déplace- 
ment réel de la perle. 


Encore une fois, on vérifie ce résultat de façon traditionnelle. Dans le référentiel 
tournant, il y a deux termes dans la composante de la force d'inertie perpendicu- 
laire au plan du cerceau : la force de Coriolis habituelle et une contribution prove- 
nant de la variation de la vitesse angulaire. 


1.5. LE PENDULE DE HUYGENS [ÉNONCÉ P. 24] 
Commençons par quelques rappels sur la cycloïde. 


Prenons un point du cercle P arbitraire (non représenté) tel que lorsque le centre 
du cercle C est à la verticale de O l'angle CP avec la verticale ascendante soit ©. 
Lorsque le cercle a tourné de l'angle ®, le point de contact 1 s'est déplacé horizon- 
talement de Rô (condition de roulement sans glissement). Les coordonnées de P 
s'obtiennent aisément : 


(R(É—sin(o + &)), R(cos(® +) -1)) 


La trajectoire décrite par le point P est une cycloïde qui a des points de rebrous- 
sement lorsque ÿ =-@ modulo 27. 


9 On pourrait s'intéresser aussi à la composante dans le plan du cerceau, mais le long du 
rayon vecteur. 
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Figure 1.9 - La corde du pendule de Huygens s'appuie sur deux cycloïdes. 
Ainsi sa longueur diminue avec l'écart à la verticale. 


1 Pour le point M considéré, à = x et ses coordonnées sont (R(d+sin b),-R(1+cos)). 


On calcule immédiatement l'énergie cinétique de ce point : 
= Lmo? = mR29°(1+cos6) 
et la quantité d'accélération s'obtient de (1.1) : 
À = mR?[28(1 + cos) - 7 sin 6 


Faisons un déplacement virtuel 8® et passons à l'étude des forces. 
+ D'une part le poids: son travail s'exprime comme 8W =P -8OM = —mgR sin ® 69, 
ce qui donne accès à la force généralisée Q4 = -mgRsino. 


+ D'autre part la force de contact exercée au point de contact Î entre le cercle 
et l'axe Ox. Au premier ordre en 66, le point P arbitraire se déplace de 


(Rôp(1— cos(b + &)),—Rôbsin(d + &)). Pour le point 1, & =-6, et au premier ordre 


ce déplacement est nul. C'est un point de rebroussement pour lequel les deux 
composantes de la vitesse sont nulles. La force de contact n'effectue donc pas 
de travail virtuel et la force généralisée correspondante est nulle. 


L'équation de Lagrange (1.2) À, = Q, conduit, en posant @ = 1 g FR à l'équation 


différentielle suivante : 


20(1 + cos à) 62 sing = -4w? sin 
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Transformons tout d’abord l'expression de l'équation de Lagrange grâce aux for- 
mules bien connues de trigonométrie faisant intervenir l’angle moitié 6 /2 ; après 
simplification, on reste avec l'équation : 26 cos(t / 2)- o? sin(o / 2)= 46? sin(6 / 2). 
Effectuons à présent le changement de variable x = sin( / 2). L'équation précé- 


dente se transforme en l’équation différentielle suivante, beaucoup plus simple : 
#+@2x=0 


La solution est x(f) = x9 sin @f = sin((f, x6) / 2). Soit T = 27/6 ; alors, on voit aisé- 
ment que O(t+T,xn)=06(f,x0), et ceci indépendamment de la valeur de l’ampli- 
tude x). Autrement dit, nous avons affaire à un pendule synchrone de période : 


T=ar À 
& 


Considérons un pendule simple dont la corde possède une extrémité fixée sur 
l'axe OZ, de longueur 4R, et qui s'appuie sur deux cycloïdes symétriques par 
rapport à OZ, de façon à ce que la longueur libre de la corde diminue avec l’ampli- 
tude des oscillations de la masse. On peut démontrer que cette masse décrit une 
cycloïde similaire à celle étudiée dans le problème. En fait un très bon isochro- 
nisme peut être obtenu en attachant la corde à une lame flexible. 


1.6. CYLINDRE ROULANT SUR UN PLATEAU MOBILE [ÉNONCÉ P. 25] 


Soit Oxyz un référentiel galiléen, € le centre du cylindre d’abscisse X, H le point 
de contact du cylindre sur le plateau. Considérant ce point comme appartenant au 
plateau, sa vitesse vaut 4 (elle est imposée par l'opérateur) ; considérant ce point 
comme appartenant au cylindre sa vitesse vaut X + R6. La condition de roulement 
sans glissement impose l'égalité de ces deux vitesses à = X + RÔ. Cette expression 
donne le lien entre la coordonnée généralisée X et la coordonnée généralisée 6. La 
liaison est holonôme. 


Le système considéré est le cylindre ; son énergie cinétique est donnée par T = 
1 MX? + Lié. Il possède un degré de liberté. 


Figure 1.10 


Cylindre roulant sans glisser 
sur un plateau animé 

d'un mouvement a(t). 

Le centre du cylindre a pour 

coordonnée X et sa rotation 

est repérée par l'angle 8. 


la 
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Prenons d’abord la coordonnée 8. En tenant compte du lien précédent, l'énergie 


! 2 : 
cinétique s'exprime à présent comme T = LM(à Rô) + I 182. Grâce à (1.1), on tire 


facilement la valeur de l'accélération : 
Ag = (1 + MR? )5 - MRä(#) 


La seule force à considérer pour le calcul du travail virtuel est le poids (la force 
assurant le roulement a déjà été prise en compte par le lien entre les coordonnées X 
et 6, voir problème 1.5). Pour un déplacement virtuel 68, l'altitude du centre de 


masse ne varie pas et le travail de la pesanteur est nul. Il s'ensuit une force généra- 
a MR 


TLMR* qui, avec la rela- 


lisée nulle : Q9 = 0. L'équation de Lagrange fournit : 6 = 


PR PRE EL a 
tion déjà présentée 6 = TR” permet de tirer l'accélération du centre du cylindre : 


ul 


X = ——— 
1+MR 


a(E) 


Choisissons à présent X comme coordonnée. L'énergie cinétique s'exprime mainte- 
nant comme: T= MX? + Li / ROGERS: On obtient cette fois-ci l’accélération 


IDE : 
correspondante : Ax [mu 2 k a. Pour un déplacement virtuel 8X, à 


R? 

nouveau le travail de la force de pesanteur est nul, ce qui entraîne une force géné- 
Ds D. 
ralisée nulle Q%x =0. L’équation de Lagrange (1.2) fournit [m + 2 -. =0, 
autrement dit : 
Le 
= — A(t) 
1+ MR? 


On retrouve bien le même résultat, comme il se doit. 


1.7. MOUVEMENT D'UN CYLINDRE MAL ÉQUILIBRÉ [ÉNONCÉ P. 25] 


Le référentiel galiléen Oxyz est représenté sur la figure 1.11 et l'angle 8 est compté 
positivement dans le sens trigonométrique. 


Les composantes de la vitesse du point G se calculent facilement : 


dc =(X+aôcos8 ,aôsin8). 


Le roulement sans glissement impose la contrainte : 


X+RÔ=0 
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Figure 1.11 - Cylindre roulant sans glisser sur un plan horizontal. 
Le centre de gravité G est décentré à la distance a. 


Cette contrainte holonôme permet de garder comme seule coordonnée l'angle 8 
(car X =—R8). En appliquant le théorème de Koenig, on obtient l'énergie cinétique 
totale du cylindre comme la somme de l'énergie de translation du centre de masse 
À MG et l'énergie de rotation dans le référentiel du centre de masse qui vaut sim- 


plement Lie? Explicitement : 


T(8,8)= 46?[1 + MR? + a? = 2aR cos)] 


Grâce à la formule (1.1), on déduit la quantité d'accélération : 

ze = [1 + M(R? +a2 —24R cos0)]+ MaR@? sin 6 
Il faut maintenant calculer la force généralisée ; seul le poids P du cylindre tra- 
vaille lors d'un déplacement virtuel 88 : 8W = P-6z; =-Mgasin888, que l'on 


identifie à l'expression ÔW = Q5 68, pour donner la valeur de la force généralisée 
Qo = -Mgasin 6. L'équation de Lagrange en découle par (1.2) : 


É[1+ MCR? + a? —2aR cos8)|+ MaRË? sin = -Mgasin (1) 


1b En multipliant par ô l'équation de Lagrange A5 — Qg = 0, on voit qu'on peut l'expri- 
mer sous la forme 4E(6,6) / dt =0 où F(0,8) est la fonction énergie, qui garde une 
valeur constante E. 


Ê= 46?[1 + M(R? +4? =24aR cos0)] — Mgacos6 (2) 


De cette équation on tire facilement la vitesse en fonction de la coordonnée : 
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- | 2(E + Mga cos 6) G) 


 VI+M(R? +a? -24Rcos8) 


Il faut discuter un peu le problème du signe et distinguer plusieurs régimes. Ils 
dépendent du signe de E + Mgacos8. 


+ Si E<-—Mga, ce signe est toujours négatif et l'équation (2) ne peut être satisfaite. 
Aucun mouvement n'est possible. 


+ Si E> Mga, ce signe est toujours positif et 6 garde un signe constant, qui dépend 
des conditions initiales. Le cylindre tourne toujours dans le même sens, sa vitesse 
angulaire variant entre deux valeurs extrêmes. 


e Si -Mga<E < Mga, le numérateur de ê dans (3) s'annule pour deux valeurs 
de l'angle : 8 = +060, avec cos 00 =[E|/ (Mga). Le cylindre effectue un mouvement 
oscillant entre ces deux valeurs où la vitesse angulaire s'annule puis change de 
signe. 


La courbe qui correspond à la valeur E = Mga distinguant les deux derniers régimes 
s'appelle une séparatrice. 


Ces comportements sont illustrés sur la partie haute de la figure 1.12. 


Pour obtenir la composante verticale de la force de réaction F,,, il faut la faire tra- 
vailler. Pour cela, il faut introduire une autre coordonnée qui permette ce travail. 
On considère donc que l'ordonnée du centre C n'est plus la constante R, mais une 
nouvelle coordonnée q, pouvant subir une variation virtuelle. Le cylindre reste 
par contre de rayon R et la relation de contrainte reste identique. Les coordonnées 
cartésiennes de G sont maintenant x; = X+asin8, zç =q-acos0. On reprend 
maintenant Le calcul de l'énergie cinétique totale : 


T(Q,0,0) = 1 M4? + 2agésin 0] + 1 62[1 + MCR? + 4? -2aRcose)] 


On calcule à présent l'accélération relative à g: AÀ,= M|ä + aë sin 6 + 40? cos el. 
Dans un déplacement virtuel ôg le poids travaille de —- Mgôg et la force de réaction 
de F, 6q (elle est opposée au poids), d'où l'expression de la force généralisée Q, = 
(F, — Mg). L'équation de Lagrange À, = Q, dans laquelle on fait finalement q=R 
(ÿ = 0) donne accès finalement à la force de réaction : 


F,(6,Ë)= M|g + a(sin 0 + 6? cos0)|= ms 
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| 
a 


Figure 1.12 - En haut : portrait de phase @(8,E) pour plusieurs valeurs de l'énergie E. 
La courbe la plus extérieure correspond à l'énergie maximale avant le décollage du cylindre. 
En bas : rapport entre les composantes tangentielle et normale de la force de réaction. 
Ce rapport doit être inférieur au coefficient f. 

Les paramètres sont: M=R=g=1,4a=0,3, 1=0,4. 


La dépendance en énergie de la composante E, s'obtient en utilisant le lien (6,E) 
donné par (3) et le lien 8(8,E) tiré de (1). On doit vérifier la condition E, > 0 sinon 
il n'y a plus de contact avec le sol ; c'est un effet de la force centrifuge trop forte. 
La courbe la plus extérieure de la figure du haut correspond à une énergie E don- 
nant la situation limite F,(r,Ë) = 0. Pour une énergie supérieure, le disque perd le 


contact avec le sol et toutes les équations précédentes n'ont plus de sens. 
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On s'intéresse à présent à la composante horizontale de la force de réaction F,. Afin 
de pouvoir faire travailler celle-ci, on considère à présent que la coordonnée X n'est 
plus liée à 6 par la condition de contrainte mais est une coordonnée indépendante. 
Les coordonnées cartésiennes de G sont maintenant x; = X+asin8, zc = R—-acos8. 
L'énergie cinétique totale devient : 


T(X,6,6)= +M[X2 +2aX6 cos0]+ L67[1 + Ma? | 


L'accélération relative à la coordonnée X s'en déduit par (1.1) : 


Ax = M[X +ad(êcos®) / dt] 


Le travail lors d'un déplacement virtuel 5X est dû seulement à la force F, : 8W = 
EF, ÔX (F, est exprimée ici en valeur algébrique, elle peut être positive ou néga- 
tive) ; il s'ensuit la valeur de la force généralisée Qx = F,. L'équation de Lagrange 
Ax = Qx dans laquelle on fait X =—RÔ fournit l'expression de la force : 


E,(8,E)= M— + [é(acose - R)] 


Le rapport force tangentielle sur force normale est présenté sur la partie basse de la 
figure 1.12. Pour un coefficient de frottement f donné, caractéristique des matériaux, 
l'énergie doit être telle que ce rapport reste < f. 


1.8. ESSIEU LIBRE SUR UN PLAN INCLINÉ [ÉNONCÉ ET FIGURE P. 26] 


On utilise la définition des axes introduite dans l'énoncé. Le repère intéressant est 
celui défini dans le plan incliné, d’origine À, l’axe AX est horizontal, l’axe AY dans 
la ligne de plus grande pente, l’axe AZ est normal au plan. Le milieu © de l’essieu 
a pour coordonnées X et Y. Soit K le vecteur unitaire normal au plan, 4 le vecteur 
unitaire dirigé le long de OC et ? le vecteur unitaire du plan < qui lui lui est t perpendicu- 
laire. Nous avons évidemment OC = (L/2)u. En écrivant AC = AO + OC on déduit 
la vitesse du point C : Ve = Vo +(L/2)05. Dans tout ce qui suit, pour obtenir une 
quantité relative à la roue C”, il suffit de changer L — -L et à — Ÿ’ dans la quan- 
tité correspondant à la roue C (voir configuration sur la figure 1.13). 


L’essieu étant sans masse, seule compte l'énergie cinétique des roues. Le vecteur rota- 
tion instantanée de la roue C est &=0K+du. es cinétique de cette roue est 


Te = LnVê + TU): On calcule l'énergie de rotation 1% ) grâce à & et aux moments 
d'inertie de la roue, et l'énergie de translation grâce à l'expression de la vitesse don- 
née précédemment. Tout calcul fait, on obtient : Te = 5m Va +(L /4)8? + Lô5 Vo 

+i[1 62+1 3 &| et l'expression correspondante pour l'autre roue. Avec va =X2+y?, 


on calcule l'énergie cinétique du système, somme de l'énergie cinétique des deux 
roues : 
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Tan) (rm +31 (6 44°) 


Figure 1.13 


Position de l’essieu 
et des deux roues 
dans le plan incliné. 
Le centre de l'essieu O 
est repéré par ses deux 
coordonnées X,Y et 
i la direction de l'essieu 
A 2 par l'angle Q formé 

X avec l'horizontale. 


A partir de cette expression et de la définition (1.1), on tire les quantités d'accélération : 
Ax = 2mX, Ay = 2mŸ, Ag = 2[1 +Lml2)6, A4 = B ®, A4 = 1 ® 


Ï faut maintenant exprimer les conditions de roulement sans glissement. 

Soit H le point de contact de la roue C avec le plan ; les conditions cherchées impo- 
sent Vy = 0. On calcule cette vitesse à l’aide de la vitesse de C et du vecteur rota- 
tion instantanée : V4 =V-+@ACH. La condition de roulement sans glissement 
donne deux conditions scalaires. On fait de même pour la roue C”. Sur les quatre 
conditions scalaires obtenues, deux sont identiques (celle notée (1) ci-dessous). Tout 
calcul fait, on parvient aux trois équations de contraintes suivantes : 

Xcos06+Ysin8=0 (1) ; 
Ycos8 - Xsin6 +210 + Rô=0 (2) ; Ycos8- Xsin 6-7 L6 + Ré’ =0 (3) 


Par de simples éliminations, on peut les réécrire sous la forme plus simple : 
2X-R(6+@}sin8=0 (4) ; 2Y+R(b+6’)cos0 =0 (5) ; Lô+R(b—-6’)=0 (6) 


Les conditions (6) (holonôme) et (4), (5) (non holonômes) sont les relations requises 
pour un mouvement sans roulement. Nous sommes en présence de cinq coordon- 
nées généralisées X,Y,6,6,0’ et de trois conditions différentielles de type (1.5): 


5 —_ 
> AË ) ôq; = 0. Les vecteurs AU possèdent les composantes suivantes: 
i=l 


AD = (2, 0,0,-Rsin0,-Rsin8); AG) = (0,2,0;Rcos6, RcosB); AG) = (0,0,L,R,-R) 
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Les points d'application des forces de réaction de la part du sol n'ont pas de dépla- 
cement dans un déplacement virtuel, à cause du roulement sans glissement (voir le 
raisonnement sur le problème 1.5) ; ces forces de réaction ne donnent pas lieu à des 
forces généralisées. Le seul travail virtuel non nul est dû au poids, on le calcule en 
regardant le déplacement du centre de masse O du système. Nous obtenons facile- 
ment ÔW = -2mg ôzo = -2mgsinœôY. La seule force généralisée non nulle est donc 
Qy =-2mgsinc. 


En introduisant trois multiplicateurs de Lagrange À,X:,À3, on écrit les équations de 
Lagrange contraintes (1.6) sous la forme suivante : 


mX = (7) 

mŸ =-mgsino + (8) 
2(1+4mL2)6= LA; (9) 
130=-ARsin0+2,Rcos8 + RA3 (10) 
130’ =-ARsin0 + ARcos0 — RA; (11) 


C'est le moment d'interpréter les multiplicateurs de Lagrange. 


Le membre de droite de l'équation (1.5), multiplié par ôg; et sommé sur 1, donne 
dans le cas d'une seule contrainte : 


D Q,5a; La + AA :0q; 


Le dernier terme, qui est nul d'après la contrainte, a la forme d'un travail virtuel, 


produit de la force responsable de la contrainte par le déplacement du point d'appli- 
cation. Ainsi dans notre problème l'expression correspondant au multiplicateur À 


est A1(25X — R(56 + Gd’)sin 6) ; elle donne le travail de la somme des composantes 


horizontales des forces de réaction À, pour annuler le déplacement horizontal 5X 
— Rôbsin8 de la première roue et ÔX — Rôb’sin de la deuxième roue par rapport 
au plan. 

On interprète aussi aisément À) comme la somme des composantes des forces de 


réaction selon l'axe OY et enfin À; comme la différence des composantes selon © 
qui s'opposent à la rotation de l’essieu 10, 


Faisons le changement de variables proposé. Après quelques manipulations basées 
sur (6) on obtient LÔ + Rô = 0 ; et sur (10-11) À3 = (13 / 2R). Utilisant la relation (9), 


10 Il nous manque une relation pour connaître chaque force de réaction séparément. En fait, 
comme dans un système hyperstatique (une table à quatre pieds ou plus sur le sol) on n'a 
pas accès sans autre information à la distribution des forces de réaction (force de réaction 
sur chaque pied). 
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on termine avec [21 +LmÉ HE J2R? )6 =0, soit Ê=0 puis Ô = 0. L'essieu tourne 
sur lui-même avec une vitesse angulaire constante @ et en choisissant convenable- 
ment l'origine du temps : 8 = of. Il s'ensuit que : ô—69 = (Lo / R)f et À3 =0. 
Dérivons les deux contraintes non holonômes (2) et (3). En utilisant les variables pro- 
posées et, après quelques manipulations,on parvient à (1 à +R? jé = mgRcosacos(@t) 
mgeRcosacos(wt) que nous intégrons pour trouver: 6-60 =-(41 /Row° }cos(of) 
{V9 /R}t où = (Mgr? sin) / LE + mR?). 


Le reste s'obtient aussi sans difficulté majeure. Résumons la solution du problème. 


O(t) = of 
Lo 
(#)— 60 R 
2 . 
o(#)- 09 == cos(ot) -2+ : LE mgR° sino 
Ro R a[1s + mR?) 


X(+)= 2 costa -1+ (ut = sin) 
0 


V |: 
Y(h = inc + se (cos(2ot) — 1] 
(a) oVo 
89 et 69 sont deux constantes d'intégration précisant les valeurs des angles @ et ©’ 
au temps origine. 


Figure 1.14 


Trajectoires, dans le plan incliné, 
du milieu de l'essieu 

pour plusieurs valeurs 

du paramètre TV. 


Si l'on se place dans un référentiel qui dérive horizontalement à la vitesse 27 /©, 
nous sommes en présence d'une trajectoire périodique qui passe par les quatre 
points remarquables (0,0), (2,0), (-1,1-2T /(@VW)), (-1,-1-2T /(œoW)). 
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La trajectoire, dans le plan incliné, du milieu de l'essieu est représentée sur la 
figure 1.14, pour plusieurs valeurs du paramètre T, en unité W /&. La ligne de 
plus grande pente est dirigée vers le bas et l'horizontale de gauche à droite. 


Enfin nous obtenons les forces par de simples remplacements : 


À1(#) = m(-@Vo cos(ot) + 47 sin(20t)) 


A2 (#) = m(-OV, sin(@f) — 47 cos(20t) + gsino) 
A3(t)=0 


1.9. L'INDICATEUR DE VIRAGE [ÉNONCÉ ET FIGURE P. 27] 


On se reportera à la figure 1.15 pour les conventions d'axes et de repères. Le volant 
tourne autour de l'axe Ÿ avec la vitesse angulaire constante Q ; le cadre tourne avec 
le vecteur rotation instantanée ÊX par rapport au plan XOZz et enfin le plan XOz 
tourne lui-même avec le vecteur rotation instantanée @2 par rapport au référentiel 
de la terre, supposé galiléen. Le vecteur rotation instantanée du volant par rapport 


au référentiel galiléen est donc & = @£ + ôX + QY. On projette ce vecteur sur les axes 
(XYZ), qui sont les axes principaux du volant pour obtenir les composantes : @x, 


Oy,07. 


Figure 1.15 


Gyroscope tournant à vitesse 
angulaire Q imposée autour 
de l'axe Y'Y de son cadre. 


Celui-ci peut osciller autour # 
de son axe X”X solidaire d'un Q 
plateau tournant à la vitesse D) Y 
angulaire ©. Le seul degré œ 


de liberté est l'angle 8 de la 
normale au cadre Z'Z avec 
l'axe Oz de rotation du plateau. 


52 . da : 2 2 : 
L'énergie cinétique de rotation vaut T,,, = 1(xo + 1,0$ + 1702). A cette énergie 


il faut en principe ajouter l'énergie cinétique du centre de masse pour obtenir l'éner- 
gie cinétique totale du volant. Comme celle-ci ne dépend pas de la coordonnée 8, 
cette dernière est sans conséquence pour notre étude. En effectuant les calculs avec 
les composantes de & obtenus précédemment, il vient : 
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T=113(62+@7? cos? 0)+11(Q-wsin6) 


La seule variable dynamique est 8 et le système est à un degré de liberté puisque & 
et Q sont des variables imposées. On calcule la quantité d'accélération par (1.1), 
pour donner : 


Ag = 1x0 + 1HQcos0 + Lw?(1x - I)sin(26) 


Les forces agissant sur le volant sont le poids, les efforts exercés sur l'axe par le 
cadre et la force de rappel du ressort. Pour un déplacement virtuel 68, l'altitude du 
centre de masse ne varie pas et le travail du poids est nul. L'axe X’X ne change pas 
de direction et les forces qui le maintiennent en place ne travaillent pas. La force de 
rappel effectue un travail 8ôW = -C60 = -K0 58, ce qui implique une force générali- 
sée Q9 = -k8. L'équation de Lagrange A5 = Qg conduit finalement à l'équation 
différentielle : 


1x0 + IWQcos8 + Lo” (1x —1)sin(26) = -K6 


A l'équilibre on a 6 =Cte = Ô =0. Si on néglige le terme en @* par rapport au 
terme ®Q, l'équation précédente fournit le relation cherchée : 


ir AO 
IQ cos6 


La portance (composante de la force de réaction de l'air perpendiculaire à la vitesse 
relative) est perpendiculaire aux ailes, donc dirigée le long de la verticale appa- 
rente. Dans le référentiel de l'avion, cette portance équilibre le poids (vertical) et 
la force centrifuge (horizontale). Un simple dessin vous montre que tan() = force 
centrifuge/poids, soit (R désigne le rayon du cercle correspondant au virage) : 


tan a = = sp 

8.8 
Le couple de rappel s'exerce entre la verticale apparente et la normale au cadre ; 
l'angle entre ces deux directions est 6. Mais l'angle formé entre le vecteur de rota- 
tion instantanée @ et la verticale vraie du référentiel galiléen vaut à présent 6 + 
et c'est lui qui intervient dans l'expression de l'énergie cinétique, qui vaut à présent 


Ta=dlx 02 + «2 cos2(8 + a) +11(Q-wsin(8+ a)}. Le reste du calcul est identique 


à celui des questions 2) et 3). On aboutit ainsi au résultat : 


ke 


DT TOcos(6 + a) 
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Pour avoir la sensibilité maximale, on désire qu’une petite variation de vitesse 
entraîne une grande variation de lecture, ce qui se produit lorsque cos(8 +.) est 
maximum. Au voisinage de 8 =-«, la relation @(8) devient linéaire et lol z ka /(1Q) 
= ktan a / (IQ), soit, en tenant compte de la question précédente, © = kœV /(1Qg), 
c'est-à-dire : 

QI 


QI _V 
Fig 


Il faut donc choisir correctement le sens de rotation et la vitesse du moteur de 
façon à ce que le plan du volant soit le plus près de la verticale vraie, ce qui n'est 
pas la situation représentée sur le dessin donné dans l'énoncé ! 


1.10. UNE EXPÉRIENCE POUR MESURER LA VITESSE DE ROTATION 
DE LA TERRE [ÉNONCÉ P. 29] 


Nous utilisons à nouveau la figure 1.15 du problème 1.9 (p. 47), puisque nous avons 
affaire au même système, un gyroscope, employé dans un contexte différent. 


Par rapport à son cadre OXYZ, le disque tourne autour de l'axe OY avec la vitesse 
angulaire Q qui, avec les notations de l'énoncé, est 6. Le cadre lui-même tourne 
avec la vitesse angulaire Ô autour de l'axe OX. Enfin le manège tourne autour de 
l'axe OZ avec la vitesse angulaire &© par rapport au référentiel galiléen. 


Ainsi, le vecteur rotation instantanée pour le disque est Q = @£+0X + oŸ, quis’écrit 
dans le référentiel des axes d'inertie du disque Q = Q xx + Q,Y +Q ne De simples 
projections donnent son expression Q = 6X + (wsin0+6)Ÿ +wcos8Z. L'énergie 
cinétique T = ire + 10Ÿ + 170 | devient : 


= | (6° +? sin? e}1+(6+wc0s0)" iv 


La rotation & et le pivotement 8(f) sont imposés de l'extérieur. La seule coordonnée 
décrivant le système est donc 6. La quantité d'accélération est : 


A4 = [y d(wcos6+0)/dt. 


Effectuons un déplacement virtuel qui consiste, à un instant donné, à faire une 
petite rotation 8 du disque tout en gardant le cadre fixe. 


Le poids ne travaille pas puisque le centre de masse reste fixe ; les forces qui main- 
tiennent le cadre ne travaillent pas non plus puisque le cadre ne bouge pas. Enfin, si 
on suppose une rotation du disque sans frottement autour de l'axe OY, la force de 
réaction sur l'axe de rotation ne travaille pas non plus. En résumé le travail virtuel 
des forces extérieures est nul, de même que la force généralisée Qy. 


Attention ! Dans un déplacement réel, le moment des forces exercées sur le cadre 
n'est pas nul. 
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L'équation de Lagrange A4 = Q4 =0 permet d'aboutir à la conclusion intéressante 
d+@cos8 =Cte. Au temps t=0, on a 8=0 et &=0 (le disque est immobile avec 
son axe vertical), d’où Cie =. Nous arrivons finalement à l'expression cherchée : 


@(f) = (1-cosQ(t)) 


Au moment où l'axe devient horizontal (8 = x / 2) on obtient = et après retour- 
nement complet (8 = x) on obtient 4 = 20. 


2 On peut toujours choisir les axes du “manège” OXYZ avec l’axe OZ sur la verticale 
vraie, l'axe OX dirigé au sud et l'axe OY à l’est. Le vecteur rotation instantanée du 
manège est à présent donné par (œ@sinA)Z-(œcos NX: Ensuite tout le reste du 
raisonnement est identique à la question précédente. Le vecteur rotation instanta- 
née du disque s'écrit à présent : Q=(wsinÀ)2+(ê-wcos A )X +0Y. Dans l'étude 
précédente, il suffit de faire le remplacement © — wsinÀ ; 8—6-œcosk. On 
parvient alors à l'équation d +æsin A cos8 = Ce, qui, avec les conditions initiales 
imposées conduit à l'expression finale : 


d(t) = wsin À (1-cos@(t)) 


Après retournement complet, la vitesse du disque vaut : = 2wsin A. L'effet est nul 
à l'équateur, maximal au pôle. 


Remarques 


+ A la différence de certains autres problèmes, le formalisme lagrangien est plus 
commode que la façon “à la Newton” pour arriver au résultat. 


+ Faire des erreurs n'est pas réservé aux débutants. A.H. COMPTON, prix Nobel qui 
a eu l'idée de cette expérience, a trouvé un résultat deux fois plus faible que la 
valeur exacte. 


1.11. FORCES D'INERTIE GÉNÉRALISÉES [ÉNONCÉ P. 30] 
La formule A; =d(d;.T)/dt-0,.T= D Maû ‘(d,,ta) est valable dans n'importe 
œ 


quel référentiel. Par contre la formule de Newton mñg = fl"), faisant intervenir 
la force vraie, n’est valable que dans un référentiel galiléen. Si nous désirons rester 


dans le référentiel d'étude, nous devons la remplacer par m4 = fo) + fo + da 
+ ft) où je gts) est la force d'inertie d'entraînement de l'origine, f(®) = 


ma) est la force d'inertie de Coriolis et_f{e2" E Mae ) la force d'inertie cen- 


trifuge. En remplaçant cette expression dans À; et en effectuant les déplacements 


virtuels, on met l'expression des travaux virtuels sous la forme Y A; 5g; =8W(°) 


Î 
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+ SW + SW) 4 SW"), Le travail SW = > Of; est le travail dû à la 
i 


force généralisée de type u : Qf“) = DAS ) (dy) - 
œ 


> Cas de la translation 


Dans le cas d’une translation pure, le vecteur rotation instantanée est nul @ = 0. Il 
s'ensuit que les forces de Coriolis et centrifuge sont nulles ; il ne reste que la force 
d'inertie d'entraînement de l'origine. De plus, l'accélération d'entraînement est indé- 


pendante du point physique : 4{°) =4(° ; Yo. On en déduit : Qf°) =-it). ne): 
œ 
soit Qi = -j{e) “L,, Œ Mafi)l- En introduisant la coordonnée du centre de masse 
œ 


= = x a: 
Rom = Maty / on parvient aisément à la formule cherchée : 
œ 


}. Rom 
qi 


Qf° 2 Mie 


Application au pendule 


Orientons la verticale vers le bas et repérons la direction du pendule, de masse m 
et de longueur /, par l'angle 8. Le point de suspension À subit une loi de 
variation OA = h(#). Dans le référentiel du pendule, l'énergie cinétique vaut T = 
+ ml 0? et la force généralisée due au poids Q(0) = -mglsin6. Mais à celle-ci, il 
faut ajouter la force d'inertie d'entraînement. Comme 4(°) =(0,h) et (OR, /00) = 
(Icos0,-{sin 6). On en déduit la force d'inertie Q(e) = mlhsine. L'équation de 
Lagrange dans le référentiel du pendule s'écrit, après simplification : 


848 D sin = 0 


> Cas d’une rotation uniforme 


Dans le cas d’une rotation uniforme autour d'un point fixe pris pour origine, d'une 
part l'accélération d'entraînement de l'origine est nulle, d'autre part le vecteur rota- 
tion instantanée @ est constant, ce qui implique la condition do /dt=0. Les étu- 
diants ont souvent tendance à oublier le terme en do / dt dans les forces générali- 
sés ; c'est un grand tort. Il ne s'annule que dans le cas d'une rotation uniforme, ce 
qui est souvent une bonne approximation (rotation de la Terre autour de son axe, 
ou de la Terre autour du soleil), mais pas la situation générale. Dans notre hypo- 
thèse, on est en présence de deux forces d'inertie : 


+ la force de Coriolis : Au 22m 6 A8, où 04 est la vitesse du point & dans le 
référentiel considéré (vitesse relative) ; 
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*_la force d'entraînement centrifuge : Fa = —ma® A(® À Fa). 


Elles donnent lieu à deux forces d'inertie généralisées Qf) et Q(), 


Intéressons-nous d’abord à la force de Coriolis or E —2Y ma (@ À da): (d,,Ta) = 
œ 


29 M4 [&, Da’ da; 2, en utilisant la notation [] pour le produit mixte. 
o 


Introduisons, dans notre référentiel, le moment angulaire autour d’un point O 
choisi sur l'axe: L= VF, Amada, qui, avec la relation connue 5, = dr, /dt = 
œ 


D diQ@ytu) +0, permet d'écrire GE = Emodi(O, fr dp re + Era ardt]. 
: 


œù,i œ,i 


On a ainsi 0; (@-L)= DEC F | ; prenons la dérivée totale par rapport 
œ 
au temps dans laquelle on fait dr, /dt=%, et d(d,:1,)/dt=0,%, pour trouver 


dl; (@-L)}/dt=Ym, [&,50,04, + ErolG fo 09 do | D'autre part on a d;, (&-L) 
œ œ 
= Emlé,04, Ga] + Sma [4,04 Sa]: Il suffit de faire la différence entre ces 
œ œ 


deux expressions pour trouver d,, (©: L)- d[;; (@-L)1/ dt = Qfe). 


Q{cor) _ d(@:L) Re 2(@:L) 
le 


Remarquons qu'il n'est pas nécessaire de supposer une rotation uniforme ; si 
un terme en & est présent dans la force de Coriolis, il apparaît dans le terme 


d (0; (oo: L)] / dt et la formule précédente est encore valable. 


Regardons à présent la force centrifuge QU ) = Dm l® À (@ À fa: (0g;fa). Une 
œ 


formule bien connue d’algèbre vectorielle donne &A(GAñ,)=(@.5,)Ô-@?r, et 


permet de réécrire : QI = me [(@ ARS (04 fa) 6° a *OyR)l. 
[04 


D'autre part, l'énergie cinétique de rotation dans le référentiel considéré est E = 
= cs. 340 7. . Li EN fe 3 
LEmoës = ts (ar, ) . Par dérivation, on tire d,,E= Yma(& af) G A da fn) j 
œ œ œ 


enfin utilisons la propriété vectorielle Gar)(61ra4r)=67 (8 -04%) 


(G-5,) (G-(,,r,)). Cela permet d'écrire : QI 2 VS m (Gars) (GA,r,)-,E. 
gi F 1 . di di 


dE 


ont 
Qi ) - 


di 
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Chapitre 2 


SYSTÈMES LAGRANGIENS 


Résumés de cours 


2.1. POTENTIEL GÉNÉRALISÉ 


On dit qu'une force généralisée Q;, associée à la coordonnée généralisée g;, dérive 
d'un potentiel généralisé V, appelée aussi énergie potentielle, si elle peut s'écrire : 


: ; 2 4 0V(q,4,t) _ 0V(q,g,t) 
Q;(q,4,1) = s[raae | [El | (2.1) 


Si le potentiel est indépendant des vitesses, la force considérée est simplement l'oppo- 
sée du gradient du potentiel. C'est un cas de figure qui se produit fréquemment : 
champ de pesanteur constant, loi de type Coulomb où Newton, loi de Hooke pour 
les ressorts, … 


Le premier terme apparaît pour certaines forces qui dépendent des vitesses. Le cas 
le plus important est celui de la force électrique et magnétique agissant sur une par- 
ticule de charge q4,, qui dérive du potentiel électromagnétique (potentiel scalaire LU, 


potentiel vecteur À): 
V(F,F,h= qe[U(,9) È r.A(F,t)) (22) 


Enfin il existe des forces macroscopiques, qui ne dérivent pas d'un potentiel, les 
forces de frottement solide en particulier. 


2.2. SYSTÈME LAGRANGIEN 


> Equations de Lagrange 


Si toutes les forces généralisées dérivent d'un potentiel, on a affaire à un système 
dit lagrangien. 
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Dans ce cas il est très utile d'introduire la fonction de Lagrange (ou lagrangien) 
L(q,q,t), différence entre la fonction énergie cinétique et le potentiel : 


L(g,q,8)=T(q,q,0)-V(q,q,t) (2.3) 


Comme pour l'énergie cinétique, on considère dans cette fonction les coordonnées et 
les vitesses généralisées comme variables indépendantes. Les équations de Newton, 
équivalentes aux équations de Lagrange (1.2), s'expriment dans ce cas de façon 
encore plus élégante, uniquement à l'aide du lagrangien : 


d É 2 : Li (2.4) 


dt\. dg; 94; 


On les appelle encore équations de Lagrange. Elles constituent un système de #1 équa- 
tions différentielles couplées du second ordre. Leur solution donne le chemin réel 
suivi par le système gq(f) ; on parle également de trajectoire du système |. 


> L'impulsion 


La quantité 


pi(Q,q,t)= ——— (2.5) 


0L(q,4,t) 
dé; 


joue un rôle fondamental dans la théorie lagrangienne. On dit que p; est l'impul- 
sion associée à la coordonnée q; ; on dit aussi que p; et q; sont des variables 
conjuguées. 


L'équation de Lagrange (2.4) peut tout aussi bien s'écrire : 


… (aL(,dit) 
(an | (2.6) 


1 “Bien mieux” que le potentiel, qui n'est défini qu'à une constante près, on peut toujours 
ajouter, sans changer sa solution, à la fonction de Lagrange n'importe quelle fonction des 


coordonnées de la forme 40,f(q,t)+0;f(q,t) qui, pour une trajectoire donnée, s'écrit 


df(q(t),?) / dt. 
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2.3. INTÉGRALES PREMIÈRES 


La résolution des équations de Lagrange, qui sont des équations différentielles du 
deuxième ordre en temps, se trouve facilitée si on met en évidence des intégrales 
premières. Ce sont des fonctions qui dépendent seulement des coordonnées géné- 
ralisées et des vitesses généralisées (mais plus des accélérations), qui restent 
constantes au cours du temps lorsqu'on les calcule le long de la trajectoire. Pour 
cette raison, on les appelle aussi constantes du mouvement 2. On a d'une certaine 
façon abaissé de un le degré de l'équation (d'où le nom) et transformé une équation 
du second ordre en une équation du premier ordre. Cette situation favorable est 
souvent possible pour les systèmes lagrangiens. Il n'existe pas de méthodes géné- 
rales pour la recherche des intégrales premières, mais des recettes que l'on peut 
essayer d'appliquer à chaque cas concret. 


> L'énergie 
Supposons que, par un choix judicieux Ÿ des coordonnées généralisées, la fonction 


de Lagrange ne dépende pas explicitement du temps. Dans ce cas, il existe une 
intégrale première, appelée énergie #, qui est donnée par la formule suivante : 


E(g,4)= Zpi(g,4) di — L(a,4) = Cte (2.7) 


Cette situation se rencontre très fréquemment et on se doit d'y penser avant toute 
étude ultérieure. 


> Coordonnée cyclique ou muette 


Si la fonction de Lagrange ne dépend pas de la coordonnée généralisée Ÿ q;, cette 
dernière coordonnée est dite cyclique ou muette. Dans ce cas, comme on le voit 
d'après la formule (2.6), l'impulsion p; associée à cette coordonnée généralisée est 
une intégrale première. 


aL(a, à,t 
pi(q,4,t) = 2 = Cte (2.8) 
Qi 


2 En faitilexiste une nuance subtile entre la notion d'intégrale première et celle de constante 
du mouvement. Il n'est pas nécessaire d'entrer dans ces détails pour le propos de ce cha- 
pitre, car la plupart du temps les deux notions désignent la même variable dynamique. 
Nous détaillerons plus ce point au chapitre 6. 

Par exemple pour des systèmes en rotation si on se place dans un repère tournant. 

4 Très souvent, mais pas toujours, cette quantité s'identifie à la somme de l'énergie cinétique 

et de l'énergie potentielle. 


5 Par contre, elle dépend de la vitesse généralisée g;. 
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Ici encore, il faut être astucieux pour trouver un jeu de coordonnées généralisées 
tel que certaines d’entre elles soient cycliques. Prenons par exemple le cas d'une 
particule soumise à un potentiel central dans un plan. Exprimée à l'aide des coor- 


données cartésiennes, le lagrangien L(x,y,X,1)= + mx? + Tue v x? + à } ne 
possède pas de coordonnées cycliques. Par contre, le lagrangien en coordonnées 
polaires L(p,®,p,0) = mp? +p202)-V(p) montre clairement que la coordonnée 


est cyclique. 


> Théorème de Noether — Intégrales premières associées aux symétries 


Imaginons un jeu de coordonnées généralisées q(s), qui dépendent d'un paramètre 
continu s. Si le lagrangien dans son ensemble ne dépend pas de ce paramètre alors 
la quantité 1 suivante est une intégrale première (q = q(s =0)): 


aid LH) te (2.9) 


Î 


s=0 


Cette propriété est connue sous le nom de théorème de Noether. 


Application — Invariance par translation l'impulsion totale 6 est une intégrale première. 


Supposons un système avec un jeu de coordonnées généralisées 4 (qui sont des 
longueurs), tel que si l'origine du référentiel est déplacée de 4 le long d'un axe Oz, 
certaines coordonnées (appelées coordonnées intrinsèques) restent inchangées q =, 
alors que d'autres q s'écrivent g(a) = ÿ +4. Si le système est invariant par translation 
le long de Oz, son lagrangien ne doit pas dépendre du choix de l'origine sur Oz, 
donc de 4. D'après le théorème de Noether, la quantité associée à cette invariance 
par translation P, = D 93, L(q,4) est une intégrale première, appelée composante de 
l 


l'impulsion totale du système le long de OZ (la somme sur i ne concerne que les 
coordonnées non intrinsèques). Si l'invariance concerne les trois axes orthogonaux 
du référentiel, la composante selon chaque axe est une intégrale première et l'impul- 


sion totale P =(P,,P,,P,) fournit trois intégrales premières. 


6 Impulsion et quantité de mouvement sont souvent des quantités identiques, mais ce n'est 
pas toujours le cas. Par exemple pour une particule placée dans un champ magnétique 
uniforme, il y a invariance par translation : l'impulsion le long de la direction du champ 
est une intégrale première mais non la quantité de mouvement. 
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Application - Invariance par rotation — le moment angulaire total? est une intégrale 
première. 

De même si un système est invariant dans une rotation le long d'un axe Oz, son 
lagrangien ne change pas lorsqu'on passe des anciennes coordonnées 4 (qui sont 
des angles) aux nouvelles g(@)=9+%,où @ correspond à un changement d'origine 
des angles dans un plan perpendiculaire à cet axe de rotation Oz. Le théorème de 
Noether nous fournit une intégrale première L, = 20, L(,4), appelée composante 

l 


du moment angulaire total du système le long de OZ. Sile système est isotrope, cette 
invariance est satisfaite pour les trois axes orthogonaux du référentiel et le moment 
angulaire total L=(L,,L,,L,) fournit trois intégrales premières. 


2.4. SYSTÈME À DEUX CORPS AVEC FORCE CENTRALE 


Le système est formé de deux particules de masse #17 et m,, soumises à une force 
dérivant d'un potentiel qui ne dépend que de la distance entre ces particules 
v(A — |). En écrivant le lagrangien correspondant, on montre d'abord qu'il existe 
les trois intégrales premières de l'impulsion totale. Par un choix convenable du 
référentiel — le référentiel du centre de masse — on peut alors annuler l'impulsion 


totale. L'étude du système se ramène alors à celui d'une particule fictive de masse 
m= Mn / (nn +), la masse réduite, soumise à un champ de force central, le 


centre de force étant placé au centre de masse 8. 


Il existe aussi les intégrales premières liées au moment angulaire ; on en déduit que 
le mouvement est plan et que le module du moment angulaire? 6 = mp?6 est une 
intégrale première (p =|f -7| est la distance relative des deux corps et 6 est l'angle 
qui repère la direction relative dans le plan du mouvement par rapport à un axe 


arbitraire). Cette propriété est équivalente à la fameuse loi sur la vitesse “aréolaire” : 
la vitesse aréolaire À reste constante dans le temps dA / dt=6 / (2m). 


7 De même que nous avons fait le distingo entre impulsion et quantité de mouvement, il 
convient de faire le distingo entre moment angulaire et moment cinétique. Souvent les 
deux quantités désignent la même chose, mais pas toujours. En cas d'invariance par rota- 
tion c'est le moment angulaire qui est une intégrale première et pas forcément le moment 
cinétique. 

8 Bien entendu, on peut traiter par le même formalisme le cas d'une seule particule de 
masse M soumise à un potentiel central. 


9 C'est aussi la somme des moments cinétiques des deux particules par rapport à leur 
centre de masse. 
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La trajectoire 10 en coordonnées polaires p(6) est donnée par l'équation de Binet 


2 
d u,,,- 4VQ/u) | 


0 2.10 
dé? o? du F5 


avec u =1/p. L'intégrale première 6 = mp? nous permet, à partir de la trajectoire, 
de revenir à la loi horaire @(f) grâce à une intégrale. 


* Le problème de Kepler (ou de Coulomb attractif) pour un mouvement confiné 


Pour un potentiel V(p)=-K /p, la trajectoire du mouvement relatif est une ellipse, 
de demi grand axe 4, dont un foyer est à l'origine. L'énergie E, quantité négative, est 
une intégrale première. La période de révolution T, et l'excentricité e de cette ellipse 


sont données par : 
M 3/2 2E0° 
T,=27R)— 4 ; e=4l1+ ; (2.11) 
K mK 


> Le problème harmonique 


La force varie linéairement avec la distance (exemple la loi de Hooke) et le potentiel 
correspondant est V(p)= Lkp?. La trajectoire est aussi une ellipse, mais l'origine est 


au centre de l'ellipse et non à un foyer. La période de révolution et les valeurs a et b 
des axes de cette ellipse sont dans ce cas : 


m ka? 6? kb? 6? 
— ; E= + 


T, =27T = + 
: \k 2 ma? 2 2mb? 


(2.12) 


2.5. PETITES OSCILLATIONS 


Les configurations d'équilibre d'un système lagrangien correspondent aux extrema 
de la fonction potentielle. Autour des minima du potentiel, l'équilibre est stable 11, 
autour des maxima l'équilibre est instable. Ecarté faiblement d'une configuration 
d'équilibre stable, le potentiel s'identifie à celui d'un oscillateur harmonique. Son 
mouvement est une superposition des 7 modes propres, le type de combinaison 


10 Plus précisément les trajectoires de chaque corps sont homothétiques à celle du “mouve- 
ment relatif” #,2 = M2,1p / (ti +2). 

11 Cela signifie que si on écarte légèrement le système autour de sa position d'équilibre, il 
va y revenir s'ilexiste des forces de frottement, ou va osciller autour de celui-ci en absence 
de force de frottement. 
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étant fonction des conditions initiales. Un mode propre est une solution pour 
laquelle toutes les coordonnées généralisées ont une dépendance harmonique dans 
le temps (même pulsation) mais avec des phases et des amplitudes distinctes. 

En pratique pour trouver un mode propre, on commence par écrire le lagrangien 
en fonction des nouvelles coordonnées Q =g-qlê#il), qui mesurent l'écart à la 


position d'équilibre, et de leur vitesses Q. Les termes linéaires étant absents à cause 
de la condition d'équilibre, on ne garde que les termes quadratiques en Q. On 


cherche alors les modes propres (K), c'est-à-dire les nombres complexes OX et 
i (k) max AOL : 
la pulsation of ) (pulsation propre) tels que Q;°7(#) = Réell Q; soient 


solutions des équations de Lagrange. On tombe en général sur un système linéaire 
sans second membre dont les n valeurs propres sont les # pulsations a des 
modes propres (en général la pulsation apparaît au carré dans ce au La solu- 


tion au problème est une superposition des modes propres Q;(f) = ÿo! (9(p, dont 
k=1 
les amplitudes sont déterminées par les conditions initiales. 


Problèmes - énoncés 


2.1. DISQUE SUR UN COIN EN MOUVEMENT [SOLUTION P. 74] = 


Etude d'un système lagrangien très simple. 


Figure 2.1 


Disque roulant sans glisser 
sur un coin que l'on déplace. i IE) à 


Dans un espace à deux dimensions, un disque peut rouler sans glisser sur un plan 
incliné (un coin) sous l'influence d’un champ de pesanteur constant $ vertical. 
On posera KR,1,m, le rayon, le moment d'inertie par rapport à l'axe et la masse du 
disque, &, l’inclinaison du plan incliné et /(f) l'équation horaire du coin imposée 
par un opérateur. 


Quel est le mouvement de ce disque sur le coin pour un déplacement horizontal 
donné du coin ? Le disque peut-il remonter le plan ? 

Retrouver ce résultat, de façon plus élégante, en travaillant dans le référentiel non 
galiléen du coin. On vérifiera d'abord que la force d'inertie de translation, examinée 


dans le problème 1.11 (p. 30), dérive du potentiel Vins = M4). Ro. 


n 
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2.2. INTÉGRALE DE PAINLEVÉ [SOLUTION P. 75] su 
Comment chercher une intégrale première lorsque le lagrangien dépend du temps ? 


Un pendule simple, de longueur ! et de masse #1, libre d’osciller dans un plan ver- 
tical, est soumis à la pesanteur. On donne à son point de suspension un mouvement 
d'équation horaire a(f) sur une droite horizontale de ce plan. On choisit comme 
coordonnée généralisée 4 l'angle que fait la direction du pendule avec la verticale 
orientée vers le bas. 


Est-ce un système lagrangien ? 

Donner les équations de Lagrange. Interpréter votre résultat. 

On se place dans le cas particulier d’une accélération constante 4. Déterminer une 
fonction W(q,q,t) telle que d,L(q,q,t) = d(W(q,4,t)) / dt. 

En déduire que 1(q,q,t)= E(q,q,t)+W(q,4,t) est une intégrale première, appelée 
intégrale de Painlevé. Interpréter ce résultat. 

Retrouver rapidement ce résultat en travaillant dans un référentiel non galiléen. 
Dans le cas d'une accélération constante, montrer qu'il existe une intégrale première, 
qui est celle de Painlevé. 


2.3. APPLICATION DU THÉORÈME DE NOEËTHER [SOLUTION P. 77] = 
Application très simple d'un théorème fondamental. 


Dans un espace à deux dimensions, une particule de masse "1, repérée par ses coor- 
données cartésiennes x, y, est soumise au potentiel V(x—27). 


Ecrire le lagrangien. Si x augmente de la quantité arbitraire s, de combien doit être 
augmenté y pour que le potentiel reste inchangé ? En déduire que le lagrangien est 
invariant dans un groupe de translation oblique. 

Ecrire le nouveau jeu de coordonnées qui dépend continûment de 5, et qui laisse 
invariant le lagrangien. Montrer grâce au théorème de Noether que la quantité x + 1 ÿ 


est une intégrale première. 
Vérification — On peut vérifier ce résultat en écrivant les deux équations de Lagrange 
et en éliminant la dérivée du potentiel. 


2.4. LE PENDULE DE L. FOUCAULT [SOLUTION P. 77] CL 
Etude d'une expérience célèbre grâce au formalisme lagrangien. 


Cette expérience célèbre a été réalisée, le 31 mars 1851, avec un pendule de 67 mètres 
sous la coupole du Panthéon ; elle fut reprise en 1902, après la mort de FOUCAULT 
(1819 - 1868), par Camille FLAMMARION (1842 - 1925). 


Soit un pendule simple de longueur !, de masse #1, situé en un lieu de latitude À 
(complémentaire de l'angle entre la verticale du lieu et l’axe de rotation de la Terre Z ) 
à la surface de la Terre. Il se déplace donc sur une sphère (figure 2.2). On veut étu- 
dier l'effet de la rotation de la Terre sur son mouvement, de façon élégante, en utili- 


2 — SYSTÈMES LAGRANGIENS 61 


sant le formalisme lagrangien. On néglige l'effet de la révolution de la Terre autour 
du Soleil. 


On prendra comme coordonnées généralisées x,17 les écarts à la verticale mesurés 
selon la direction sud-nord # et est-ouest w. 


ZA 


Figure 2.2 - Pendule de Foucault. Sur la partie gauche, trajectoire du pendule par rapport 
au sol. Sur la partie droite, position du pendule sur le globe terrestre. 


Dans la limite des petites déviations par rapport à la verticale, montrer que l'énergie 
potentielle vaut, à une constante près, V(x, y) = mg(x2 +y2)/(21). Ici g représente 
l'accélération de la pesanteur due à la gravité seule, dont la direction est le long de 
la verticale vraie. 

Donner les composantes, sur les axes nord #,ouest w et verticale vraie (passant par 
le centre de la Terre) Z du lieu, de la vitesse relative de la masse par rapport à la 
Terre. On néglige z. Pourquoi ? 

Donner les composantes du vecteur unitaire Z (axe de rotation de la Terre, voir 
figure 2.2) sur n et z. 

Donner la vitesse d’entraînement due à la rotation de la Terre (rayon KT, vitesse 
angulaire (2). On néglige le terme en z. Pourquoi ? 

Donner l'expression de l’énergie cinétique et du lagrangien. On négligera tous les 
termes en carré de la vitesse de rotation de la Terre, sauf ceux contenant le rayon ter- 
restre. Justifier. 

Ecrire les équations de Lagrange. 

L'équation pour la coordonnée x contient un terme constant. Montrer qu’on peut 
l'éliminer par le changement * = x - x,. Donner la constante x. et l'interpréter. 

Pour résoudre les deux équations de Lagrange simultanément, on introduit la fonc- 
tion complexe u(t) = X(t) +i y(t). Montrer que l’on a à résoudre l'équation ti +2iQsin u 
+ qu /1=0. 

Plutôt que d’utiliser la méthode systématique de résolution, on fera le changement 
de fonction u(f) = U(t)exp(irt). 

Choisir r et & réels de façon à se ramener à l’équation U + œ?U = 0. 

Quelle est la nature du mouvement vu dans le système d’axes X, Y avecU=X+iY? 
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Quel est le mouvement dans le système d’axes x,y ? 
Que se passe-t-il au pôle et à l'équateur ? 


Indications 
+ La vitesse d'un point M, appartenant à un solide qui tourne à la vitesse angu- 


laire Q autour d’un axe 4, est Qù À OM où O est un point quelconque de l'axe 
de rotation. 

+ La multiplication par exp(irt) fait tourner un point du plan complexe de l'angle rf. 
Cette méthode a pour nom le passage aux axes tournants. Elle est utilisée aussi 
pour une particule dans un champ magnétique. 

+ La position d'équilibre n’est pas la verticale du lieu (il existe aussi la force centri- 
fuge qui va dans le sens contraire de la pesanteur). 


> Autre dérivation équivalente 


On se place dans le référentiel non galiléen #, w, z. 

Donner la force de Coriolis (on néglige la force centrifuge). 

De quel potentiel généralisé dérive-t-elle ? 

Ecrire le lagrangien et les équations de Lagrange. 

Comparer à la première méthode. 

Le lagrangien est indépendant du temps. Quelle est la constante du mouvement ? 


2.5. SYSTÈME DE TROIS PARTICULES [SOLUTION P. 80] uu 
Comment des changements de variables astucieux permettent de mettre en évidence des 
symétries. 

> À - Changement de coordonnées 


On considère un système constitué de trois particules, de même masse #1, astreintes 
à se déplacer sur une droite x’Ox. Elles sont soumises à un potentiel qui est la 
somme de trois potentiels ne dépendant que des interdistances. Cela peut être un 
modèle pour les vibrations d’une molécule linéaire triatomique. 


Soient g,42,q3 les abscisses de ces particules, que l’on choisira comme coordonnées 
généralisées. Le lagrangien s'écrit ainsi : 


L= Lm(q? + 2 + 93) - Vi(q2 — g3) — V2(qs — qi) - Va(q - 92) 


Donner l'intégrale première, associée à la translation d'espace. 
On utilise les coordonnées de Jacobi 12 X,x, y définies par : 


X=4(m+p+qg); x=m-p: v=0a(q3-À4(m +) 


où ©& est une constante. 


12 On peut généraliser cette transformation de Jacobi dans l'espace à trois dimensions et, 
moins simplement, pour trois particules de masses quelconques. 
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Ajuster o de sorte que l'énergie cinétique s'écrive T = $mX2+Lm(x2 + y2), et donner 
l'expression de la nouvelle fonction de Lagrange. Retrouver l'intégrale première 
précédente. Quel est, en réalité, le nombre de degrés de liberté intrinsèques pour le 
système ? 

Dans ce changement de coordonnées, on a privilégié la particule 3. On peut aussi 
bien privilégier la particule 1 en utilisant les nouvelles coordonnées X,x’,1’, obte- 
nues par permutation circulaire. 

Montrer que, si on introduit les nombres complexes z2=x+iy ; z°=x’+iy, on a la 
relation très simple z'=exp(2ir / 3)z. En déduire que x2 + y? = x2 +12. Exprimez 
le lagrangien avec ces nouvelles coordonnées. 


> B- Cas de l’approximation harmonique 


On suppose maintenant que les potentiels sont identiques l? et ont la même expres- 
sion kr2/2 où r est la distance relative des particules interagissant (potentiel har- 
monique). On peut se ramener à ce cas pour un potentiel quelconque, si on se borne 
aux petits écarts à la position d'équilibre stable. Donner l'expression du lagrangien 
et trouver trois intégrales premières indépendantes. Interpréter les différents modes 
propres du système. 


> C- Du trois corps au système considéré par HÉNON et HEILES 


Dans le cas de trois potentiels d'expression identique V(r)= Voexp(r / a), utilisé 
dans ce qu'on appelle le réseau de Toda, on a constaté numériquement qu’en plus 
des intégrales premières liées à l’invariance par translation d'espace et de temps, il 
y avait une troisième intégrale première, situation très rare. Ce n’est qu'en 1974 
qu'indépendamment deux chercheurs - M. HÉNON et H. FLACHKA — ont pu trouver 
mathématiquement cette intégrale première. Comme nous le verrons au chapitre 6, 
le problème est considéré comme résolu ; on dit précisément “intégrable”. 


Considérons le cas où les distances entre les corps sont assez petites pour s'arrêter 
au troisième ordre dans le développement du potentiel. Dans cette limite, donner 
l'expression du lagrangien. Tracer schématiquement les courbes d’égal potentiel. 

En utilisant les nombres z et 7’ de la question 3, montrer que le potentiel précédent 
est invariant dans la permutation (x, y) — (x’,y’).En déduire que les courbes d’égal 
potentiel possèdent une symétrie d'ordre 3. Prouver qu'une de ces courbes est un 
triangle équilatéral. 

Il se trouve que ce lagrangien peut simuler le mouvement d’un astre dans la gala- 
xie. L'étude de ce modèle faite par HÉNON et HEILES est liée à la stabilité du système 
solaire. Etonnamment, ce lagrangien approché ne possède pas de troisième inté- 
grale première. 


13 On peut généraliser à des potentiels harmoniques de duretés différentes. 


D 


© 


64 PROBLÈMES CORRIGÉS DE MÉCANIQUE 


2.6. VIBRATION D'UNE MOLÉCULE LINÉAIRE TRIATOMIQUE : 
LE MODE “MOU” [SOLUTION P. 83] CE 


Cas académique d'apparition d'un mode de pulsation nulle. 


On cherche les modes propres de vibrations longitudinales d’une molécule triato- 
mique, linéaire et symétrique. On utilise un modèle simple de masses ponctuelles 
respectives m M m, dont les forces d'attraction sont simulées par deux ressorts 
identiques de raideur k. Nous avons vu que, de toutes façons, cette approximation 
harmonique est bonne quel que soit le potentiel d'interaction, à condition que le 
mouvement par rapport à la position d'équilibre soit de faible amplitude. On utili- 
sera comme coordonnées généralisées les déplacements x; de la masse i par rapport 
à sa position d'équilibre sans vitesse. 


Ecrire les équations d’Euler-Lagrange. On posera Q2=k/met r=M/m. 

Chercher les pulsations propres et les modes propres correspondants. 

Un mode propre dit “mou” a une fréquence nulle. Interpréter le mouvement cor- 
respondant. Dans ce cas, la solution ne dépend plus harmoniquement du temps. 
Trouver sa dépendance en temps. 

Ce mode correspond à une quantité conservée. Laquelle et pourquoi ? 

Interpréter simplement les deux autres modes. 

Par une percussion, on donne à l'instant initial la quantité de mouvement p à la 
première masse. La molécule est initialement au repos dans sa position d'équilibre. 
Donner les équations horaires des trois masses. Interpréter le résultat. 


2.7. ONDES TRANSVERSALES ÉLASTIQUES DANS UN SOLIDE (ONDES P) 
[SOLUTION P. 85] su 


Passage d'un modèle discret à un modèle continu pour un barreau élastique. 


Imaginons un barreau initialement rectiligne que l’on déforme transversalement. 
Cette déformation va évoluer au cours du temps mais comment ? 


Prenons un barreau de section $,de masse volumique p. Découpons virtuellement 
le barreau en N +1 tranches d'épaisseur à (figure 2.3) et mettons une masse iden- 
tique au centre de gravité de la tranche, que nous appelons un nœud.Chacun de ces 
nœuds se déplace transversalement de g; par rapport à la déformation nulle. On 
choisit ce déplacement pour coordonnée relative au nœud #. 


Donner l'expression de l'énergie cinétique du barreau. 


Chaque tranche possède une énergie potentielle élastique : pour avoir qi # qi il 
faut exercer une force de cisaillement F qui est proportionnelle à la déformation 
u=(qi+1 — qi) / 8 et à la section du barreau. Soit F=2uuS où H est le module de 
cisaillement caractéristique du solide. 


Déterminer l'énergie élastique de cette tranche cisaillée. 
En déduire l'énergie potentielle totale puis le lagrangien. 
Montrer, par passage au continu, que la vitesse des ondes transversales élastiques 


est V2u /p (quelques kilomètres par seconde). Pour cela, on introduit une fonction 


wwWw.Ebook777.com 


2 — SYSTÈMES LAGRANGIENS 65 


o(x) telle que gi =o(x=1ô) et on examine la limite 8 — 0 pour les équations de 
Lagrange. On transforme celles-ci en une équation aux dérivées partielles. 


Note — On peut étudier de la même façon les ondes longitudinales dites ondes S (pour 
seconde) qui, elles, se transmettent aussi dans les fluides. Elles se propagent plus 
lentement et arrivent après les ondes P (première). 


Figure 2.3 - Ondes planes de cisaillement dans un solide élastique. On discrétise le barreau 
en une infinité de tranches d'épaisseur infiniment petite qui ont une énergie cinétique 
et une énergie potentielle élastique correspondant à leur déformation de cisaillement. 


2.8. LAGRANGIEN DANS UN RÉFÉRENTIEL TOURNANT [SOLUTION P. 86]  W 
Modification du lagrangien lorsqu'on se place dans un référentiel tournant. 


Une particule de masse m (ou un ensemble de particules) est étudiée dans un référen- 
tiel tournant autour de l’axe Oz avec la vitesse angulaire 6. 


1 Ecrire la fonction énergie cinétique en choisissant, dans ce référentiel, comme coor- 
données généralisées d'abord les coordonnées cartésiennes X,Y, puis les coordon- 
nées cylindriques p,w. 

2 En déduire que, dans le référentiel tournant, les forces d'inertie de Coriolis et centri- 
fuge dérivent du potentiel V =-@L, — + mé?p?, où L, est la projection sur l’axe de 
rotation du moment cinétique dans le référentiel tournant, et p la distance de la par- 
ticule à l’axe de rotation. 

3 Considérer le cas d’un référentiel tournant avec le vecteur rotation instantanée (il 
peut dépendre du temps en module et direction) @. Généraliser la question précé- 
dente pour obtenir l'expression du potentiel : V =-G@L- L(o Ar}. 


Note — Cette expression peut être utilisée avec un choix arbitraire des coordonnées. 
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Trouver par cette formule l'expression du lagrangien de la perle sur le cerceau, dont 
l'énoncé correspond au problème 1.4 (p. 34). 

Dans le cadre de la première question, remarquer l’analogie du problème de la par- 
ticule dans un référentiel tournant à petite vitesse angulaire avec le problème d’une 
particule chargée dans un référentiel galiléen et soumise à un champ magnétique B 
le long de Oz. 


2.9. DÉRIVE D'UNE PARTICULE DANS UN CHAMP 
ÉLECTROMAGNÉTIQUE CONSTANT [SOLUTION ET FIGURE P. 87] CI 


Exemple important de mouvement dans un champ électromagnétique. 


> À - Lagrangiens et intégrales premières 

Dans un système d’axes orthonormés, on veut étudier le mouvement d'une par- 
ticule de masse m, de charge électrique 4, plongée dans des champs électrique 
E- (E,0,0) et magnétique B= (0,0,B) uniformes, constants et orthogonaux. Nous 
choisirons comme coordonnées généralisées les trois coordonnées cartésiennes 
F=(x,y,2) de la particule. Nous allons vérifier que l'expression (2.2) des rappels 
de cours est effectivement un potentiel généralisé. 


Donner l'expression de la force de Lorentz, qui est supposée la seule force agissant 
sur la particule. 

Calculer le potentiel scalaire U (r). 

Montrer qu’on peut choisir un potentiel vecteur indifféremment de la forme À= 
(-yB,0,0) ou À= (0,xB,0) ou encore la demi-somme des deux qu'on peut écrire 
À = -i( AB). Ces formules sont d’une grande utilité pratique pour le physicien. 

A J'aide de la première expression de À, vérifier que le potentiel généralisé asso- 
cié au champ électromagnétique s'écrit V = qe(xyB-xE). Ecrire le lagrangien L de 
la particule dans le champ électromagnétique. Vérifier que z est une coordonnée 
cyclique ; donner l'intégrale première correspondante. Déduire les équations de 
Lagrange pour les variables x et y. 

A l'aide de la seconde expression, vérifier que le potentiel généralisé associé au 
champ électromagnétique s'écrit V =-q(xyB+xE). Ecrire le lagrangien L’ de la 
particule dans le champ électromagnétique. Vérifier que y et z sont des coordon- 
nées cycliques ; donner les deux intégrales premières correspondantes. Etaient-elles 
prévisibles d’après la question précédente ? 

Vérifier que la différence des deux lagrangiens L et L’ est la dérivée totale, par 
rapport au temps, d’une fonction des coordonnées. 


> B - Champ électrique nul 
Pour le moment, on suppose un champ électrique nul: E =0. 


De ces quantités conservées, déduire les équations différentielles du premier ordre 
en temps pour les trois coordonnées. Intégrer ces équations en introduisant la fonc- 
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tion complexe w(t) = x(t) + üy(#). Il sera utile d'introduire la pulsation “cyclotron” 
o=qB/m. 

Caractériser le mouvement projeté dans le plan perpendiculaire au champ magné- 
tique et le long de celui-ci. 

On appelle ce mouvement le mouvement cyclotron. 


> C- Cas général 
On revient à présent au cas général E # 0. 


Intégrer les équations du mouvement. Montrer que si l’on se place dans un référen- 
tiel se mouvant avec la vitesse —E /B le long de l’axe perpendiculaire à E et B, la 
particule se déplace selon le mouvement cyclotron étudié à la question précédente. 
C’est ce que l’on appelle un mouvement de dérive. 

Le lagrangien ne dépend pas explicitement du temps ; il existe une intégrale première 
associée à la translation dans le temps. Donner celle-ci. 


2.10. LE PIÈGE DE PENNING (PENNING-TRAP) [SOLUTION P. 90] LE 
La dérive dans un champ électrique radial permet de piéger des particules. 


La physique a fait d'énormes progrès depuis qu'on sait travailler sur une particule 
unique, que l'on confine dans l'espace à l'aide d'un piège. Pour une particule chargée, 
il existe des pièges très utilisés, tels celui de Penning qui fait l'objet de ce problème 
et celui de Paul qui sera présenté en problème au chapitre 4. 


Le principe en est très simple. Nous avons vu dans le problème 2.9 qu'une charge 
dans des champs électrique et magnétique orthogonaux avait un mouvement cyclo- 
tron accompagné d'une dérive perpendiculaire au champ électrique et une vitesse 
égale au rapport E /B. 


Imaginons un champ électrique radial, plutôt qu'un champ électrique uniforme ; la 
dérive perpendiculaire au champ électrique va se faire le long d'un cercle, confinant 
la charge dans le plan perpendiculaire au champ magnétique. Mais un tel champ 
radial, d'après la loi de Poisson, s'accompagne d'un champ électrique perpendiculaire, 
qui confine également la charge dans la direction verticale. 


Etudions ce piège plus en détail. 

A l'aide de deux électrodes, on peut créer un potentiel scalaire U(x,y,2) = 
1222 de y?) à symétrie de révolution autour de l'axe Oz. On impose de plus 
un champ magnétique uniforme, d'intensité B, dirigé selon l'axe Oz. 

On place dans ce champ une particule de masse #1 et de charge électrique ge. 


Vérifier l'équation de Poisson avec ce type de potentiel. Tracer schématiquement 


deux équipotentielles de signes opposés. Prendre la jauge suggérée dans le problème 


précédent À =— + r AB et écrire le lagrangien de la particule. 
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Donner les trois équations différentielles du mouvement sur les trois axes. Résoudre 
l'équation du mouvement selon Oz. On introduira la pulsation cyclotron @ = q.B / m 


et la pulsation axiale @, =/q.k / m. 


Utiliser l'astuce du problème 2.9 (introduction d'une variable complexe) pour résou- 
dre les deux autres équations. Pour quelles conditions sur le champ électromagné- 
tique la charge est-elle confinée selon les trois directions ? Ecrire la condition de 
stabilité du piège de Penning. 

Le mouvement dans le plan xOy résulte de la composition de deux mouvements 
circulaires uniformes de pulsations @,, (la plus petite) et æ,. Interpréter ces deux 
mouvements en se plaçant dans la limite @. >> @,. 

Pour cela, calculer le champ électrique dans le plan z=0, à une distance p de l'axe 
de révolution. Quelle serait la vitesse de dérive si le champ était uniforme ? Quelle 
serait la vitesse angulaire de dérive, appelée aussi pulsation magnétron ? 
L'environnement est indépendant du temps et il existe une constante du mouve- 
ment : l'énergie de la particule. Calculer celle-ci comme fonction des rayons des 
deux mouvements circulaires. 


2.11. PRÉCESSION DES ÉQUINOXES [SOLUTION P. 93] CE 
Analyse d'un phénomène astronomique important par la méthode lagrangienne. 


En première approximation, la trajectoire de la Terre, de centre O et de masse Mr = 
5,974 x 1024 kg, autour du Soleil, de centre S et de masse Ms = 1,989 x10%0kg, est un 
cercle de centre S et de rayon R =1,496 x 108 km dans un plan fixe (par rapport à 
un référentiel galiléen lié aux étoiles), appelé plan de l’écliptique. On considère dans 
celui-ci deux axes 5x et Sy fixes, de vecteurs unitaires üi,,ü,, et l'axe 5z,de vecteur 
unitaire 4,, perpendiculaire à ce plan. Ainsi le trièdre Sxyz est orthonormé et gali- 
léen. On désignera par & l'angle polaire (Sx,SO)de la Terre sur son orbite, qu’elle 
décrit en un an = 365,25 jours. 


D'autre part, la Terre est considérée comme un solide indéformable. On notera par 
(OXYZ) un référentiel lié à la Terre (donc non galiléen) avec les vecteurs unitaires 
üx,üy,ü7. On choisira OZ comme l'axe des pôles (orienté du pôle Sud au pôle 
Nord), OX et OY deux axes perpendiculaires quelconques dans le plan équatorial. 
La Terre tourne autour de son axe OZ avec une vitesse angulaire Q supposée cons- 
tante. Elle effectue un tour complet par rapport aux étoiles en un jour sidéral qui 
vaut 23h56 min 04s. Toujours en première approximation, la direction OZ est fixe 
par rapport aux étoiles, l'angle 8 =(ü,,47)=23°26" est appelé angle de déclinaison 
par rapport à l'écliptique. Il est responsable des saisons sur la Terre. 

Enfin la Lune, de masse My = 7,35 x 1022 ke, tourne autour de la Terre selon un 


cercle, de centre O et de rayon #. =3,844 x 10° km. Nous supposerons pour la suite 
que le plan de ce cercle est confondu avec le plan de l’écliptique. 
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A cause de la forme non parfaitement sphérique de la Terre, l'attraction du Soleil 
se manifeste, en plus de la force agissant au centre de masse, par un couple qui 
tend à rendre perpendiculaires l’axe de rotation de la Terre OZ et la direction 
Soleil-Terre SO. La conséquence de ce couple est une lente précession de l’axe des 
pôles OZ autour de l'axe fixe 57. Ce mouvement est connu sous le nom de précession 
des équinoxes ; il a été mesuré expérimentalement avec une grande précision : un 
tour complet demande 25 785 ans. 


Avant de regarder les conséquences de ce couple, nous allons mieux comprendre 
son origine. 


Considérons pour cela la Terre comme un solide de révolution d’axe OZ, et soient 
ses moments d'inertie respectivement égaux à 1,1,13 selon les axes d'inertie OX, 
OY, OZ. Si on considère le Soleil comme sphérique, son action sur une masse dm 
de la Terre, placée en r(x,y,2), résulte en une énergie potentielle qui vaut dV = 


_Gdm M, R-P où R(X, Y,2) = O6. 


Développer cette expression jusqu’au terme d'ordre 2 en r / R. Sommer la contribu- 
tion de tous les éléments de masse de la Terre. Faire apparaître la matrice d'inertie 
li = Jam xixj. Simplifier l'expression obtenue en considérant que © est le centre 


de masse de la Terre et les axes OX, OY et OZ les axes d'inertie. On peut profiter 
de l'arbitraire du choix des axes OX et OY pour choisir l'axe OX dans le plan SOZ 
(figure 2.4). On notera @ =(0S,07). Exprimer l'énergie potentielle, non en fonction 
de X,Y,Z, mais en fonction de ® et R. Les termes indépendants de & assurent le 
mouvement du centre de masse de la Terre et ne nous intéressent pas. La Terre est 
aplatie à ses pôles ; quel serait l’effet du moment s’il n’y avait pas la rotation de la 
Terre sur elle-même ? 

Comme on le voit sur la figure 2.5, l'angle 6 varie lorsque la Terre fait sa révolution 
autour du Soleil. On admet que l’on doive considérer l'énergie potentielle moyennée 
sur une révolution. 

Exprimer cos en fonction de & et de l'’inclinaison de l’axe de la Terre sur le plan 
de l’écliptique 8. En déduire la valeur moyennée du potentiel en fonction de 8. 

A un instant { donné, on peut choisir l’axe OX dans le plan de l’écliptique. On 
désigne par Ÿ l’angle entre , et 4x. Donner l'expression du vecteur vitesse rota- 
tion instantanée @ de la Terre exprimé dans le système d’axes liés à la Terre. On 
prendra garde que @ ne consiste pas uniquement en la rotation diurne. 

Donner l'expression de l'énergie cinétique de la Terre dans le référentiel galiléen. 

On s'intéresse maintenant à l'effet du moment du couple sur l'axe de la Terre. En 
utilisant le formalisme de Lagrange, écrire la fonction de Lagrange et en déduire les 
équations du mouvement. 
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Soleil équinoxe 


@=7/2 


x 

y } dm 

Z 

solstice 
b=(r/2)-8 
Figure 2.4 Figure 2.5 
Schéma pour le calcul du tenseur Révolution de la Terre autour du Soleil 
d'inertie du géoïde terrestre. dans le plan de l'écliptique. 


6 Montrer qu'une solution possible de ces équations est l'absence de nutation 8 = Ce. 
En déduire la vitesse angulaire de précession Ÿs de l’axe OZ autour de 1, due à 
l’action du Soleil. 

7 L'action de la Lune par le même phénomène est loin d’être négligeable. En suppo- 
sant le plan de l'orbite lunaire confondu avec le plan de l'écliptique, calculer le 
rapport B = Ÿ, / Y entre la contribution due à la lune et celle due au soleil. A l’aide 
des données, calculer sa valeur numérique. 

8 On montre que la contribution de la Lune va dans le même sens que celle du Soleil 
et, par suite, la vitesse angulaire de précession mesurée expérimentalement est 
Ÿ=W, +%. En déduire l'expression de l’aplatissement de la Terre donné par 
(13 —1)/13. Calculer sa valeur numérique en utilisant la valeur de la constante de 
gravitation G = 6,673 x 10711 MKSA. 

9 On suppose que la forme de la Terre est un ellipsoïde de révolution, avec un rayon 
équatorial R° légèrement supérieur au rayon polaire Rÿ. On appelle Ry = (Re + Rp) / 2 
= 6367 km le rayon moyen de la Terre. Calculer (13—1)/13 en fonction de Ke, Ry 
et Rr. A partir de la valeur obtenue précédemment, calculer la valeur numérique 
de R- et de Rp. Comparer aux valeurs expérimentales mesurées par des méthodes 
géodésiques : Re = 6378 kmet R, = 6356 km. Conclusions. 


2.12. VIBRATION DE FLEXION D'UNE LAME [SOLUTION P. 97] CLR 
Pourquoi une lame encastrée peut-elle vibrer ? 


Soit une lame mince uniforme, homogène, de masse M, de longueur | et de masse 
linéique H, qui, au repos, est rectiligne horizontale. Imaginez par exemple un cou- 
teau ou une règle plate. Si on déforme cette lame, elle veut revenir à l'équilibre et 
se met en mouvement, transformant son énergie élastique en énergie cinétique. Sur 
l'élan, elle dépasse la position d'équilibre et tout recommence : il y a vibration. 
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Pour étudier ces vibrations, on va utiliser le formalisme de Lagrange, basé sur un 
modèle discret de la tige, en ignorant l'influence de la gravité. 


> Le modèle discret 


On découpe la tige en N segments de longueur & et de masse L1ô.On suppose que 
le mouvement de la lame s'effectue toujours dans un plan vertical (absence de tor- 
sion). On note À; le milieu du segment : (son centre de gravité) et on prend comme 
coordonnées généralisées les écarts à la position d'équilibre q; de À; le long de la 
verticale. On suppose enfin que la déformation est faible, ce qui impose que l'angle 
que fait chaque segment avec l'horizontale reste faible. On peut, dans ces conditions, 
faire l'hypothèse que chaque segment possède une longueur fixe 8 (égale à sa pro- 
jection sur l’horizontale) au cours de la déformation. 


Donner l'expression de l'énergie cinétique de la lame. 


Considérons maintenant l'énergie potentielle élastique. En consultant les ouvrages 
d'élasticité, on apprend que l'énergie élastique, stockée par unité de longueur, d’une 
lame fléchie est El / (2R?) où I est ce qu'on appelle le moment d'inertie élastique, 
produit de l’aire s de la section de la lame par le carré son épaisseur e sur 12 
(1=5e2/12), R le rayon de courbure de la lame au point considéré et E le module 
d'Young caractéristique du matériau. 

On considère que le rayon de courbure R; pour le segment i est le rayon du cercle 
passant par les trois points A;_;, À; et À;,, (figure 2.6). Donner une expression 
approchée, à la limite des faibles flexions, de ce rayon de courbure en fonction des 
coordonnées généralisées g;_1, q; et qj41. 

Ignorant les effets d'extrémité, donner l'énergie potentielle de la lame. 

Ecrire le lagrangien pour la lame et dériver les équations de Lagrange. 

Vous devez remarquer que l'équation pour gq; fait apparaître les fonctions q;_, q;1, 


Qi Qixir Ai+2: 


Figure 2.6 - Lame vibrant dans un plan vertical. 
Illustration du rayon de courbure sur une portion élémentaire. 
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> Passage au continu 


Soit une fonction d'interpolation (x, f) de la lame satisfaisant @(x = iô,t) = q;(t) pour 
tous les points A;.Considérer la limite N — ,6 — 0 ;Nô =1=Cte. 

Ecrire l'équation aux dérivées partielles que satisfait @(x, f). 

6 Chercher une solution de type @(x,t)=e""%wy(x). Trouver l'équation différentielle 
satisfaite par la fonction w(x). Comme d'habitude, on cherchera des solutions de 


la forme w(x) = Al, Résoudre cette équation avec les conditions aux limites sui- 
vantes. La lame est encastrée d’un côté (manche du couteau) : déplacement nul, déri- 
vée première nulle ; son autre extrémité est libre : rayon de courbure infini = dérivée 
seconde nulle, dérivée troisième nulle. Trouver les pulsations des vibrations. 
Estimer la fréquence de vibration de votre couteau en prenant E =20x1010 P. 
Attention ! Durant la vibration, la lame n’a pas le temps d'échanger de la chaleur 
avec l’environnement. Cette flexion doit être considérée comme adiabatique et on 
doit prendre le module d’Young correspondant. 


Indications 
La dérivée d'ordre 4 d’une fonction peut être approchée par l'expression : 


FO (x) = [f(x — 2h) 4f(x = h)+6f(x)-4f(x+h)+ f(x +2h)]/ h4 


Pour la solution de l'équation différentielle, du quatrième ordre, chercher quatre 
solutions indépendantes de la forme exponentielle réelle ou complexe. Les combiner 
pour avoir les bonnes conditions aux limites. 


[Consulter, par exemple, LANDAU : élasticité, p. 151] 


2.13. ONDES SOLITAIRES [SOLUTION P. 99] nu 
Ondes, solutions d'une équation non-linéaire, qui se propagent sans déformation ! 


L'équation dite de sine-Gordon représente le passage au continu d'une chaîne de 
pendules couplés par une force de type harmonique. Le champ (x, t) représentant 
l'évolution du système vérifie l'équation aux dérivées partielles dp—(R / P9°,9 = 


wo? sinp, où À est un paramètre constant et ! la longueur commune aux pendules. 


L'équation de sine-Gordon a la propriété d’avoir des solutions particulières dites 
ondes solitaires ou solitons, qui se déplacent sans se déformer. Sauf cas particulier 
(ondes électromagnétiques, acoustiques...) les solutions des équations d'ondes se 
“dispersent” tôt ou tard. Pensez aux vagues sur l'océan. L'existence des solitons est 
liée à la non linéarité de l'équation d'onde M. Le but de ce problème est de trouver 
une solution de ce type pour l'équation de sine-Gordon. Ces ondes solitaires sont 
illustrées de façon spectaculaire par le phénomène du “mascaret” qui prend naïis- 


14 Petit rappel : la non linéarité fait que la superposition de solutions n’est plus une solution. 
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sance, au moment de la marée montante, dans l'estuaire de la Loire et qui remonte 
le fleuve sur plusieurs kilomètres. 


Montrer que, sans perte de généralité, par changement d'échelle de temps et d'espace, 
l'équation peut s’écrire (on rappelle que œ(x,f) représente l'écart angulaire par 
rapport à la verticale orientée vers le bas du pendule situé à l’abscisse x pour le 
temps t): 


dx, t) _ d°p(x,t) _ 


de s2 —sinp(x,t) 


On cherche une solution solitaire de la forme œ(x,f)=@(u) avec u=A(x-vt), la 
vitesse v du soliton et le coefficient À étant indéterminés. Montrer que cette solution 
doit satisfaire l’équation : 

d’o(u) 


du? 


=sino(u) 


si on choisit À de façon ad hoc (faire attention au changement de signe dans le 
membre de droite). Donner le lien entre À et v. Quelle inégalité doit vérifier “la 
vitesse” v ? 

Nous désirons une solution qui, pour |u|= +, correspond à une situation d'équilibre 
stable de la chaîne de pendules, par exemple o{(u = +) =0 (ou 2). 


Vous remarquerez que l'équation d?Q(u) / du? =sin @(u) est celle d’un pendule de 
pulsation unité, si # est considéré comme le temps. 

Quelle est l'intégrale première associée à la translation sous # ? Quelle valeur faut- 
il lui donner pour que la solution satisfasse @(u = +) = 0 ? Montrer que, dans ce cas, 
l'équation à résoudre est d(0 / 2)/ du = +sin( / 2). 

Vérifier que les solutions de cette équation sont o(u) = 4Arctg(e*"). En déduire les 
deux solutions solitaires p4(x,t). Pour plusieurs choix de la vitesse, tracer schémati- 
quement ces solutions à temps fixé. Vous constaterez que la vitesse dépend de la 
raideur du front de l’onde. 


2.14, MODES DE VIBRATION D'UNE CHAÎNE D'ATOMES [SOLUTION P. 101] MMM 
Modèle soluble pour un système comprenant un nombre infini d'oscillateurs couplés. 


Une chaîne infinie d'atomes est constituée de deux types d’atomes disposés de façon 
alternée, les lourds de masse m et les légers de masse #1” =rm, avec r <1. On fait 
l’approximation que ces atomes sont soumis à des forces attractives modélisées par 
des ressorts identiques de raideur K entre chaque atome. On posera dans la suite 
Q?=k/m. On peut toujours décider d’une orientation pour la chaîne et convenir 
que l'atome léger numéroté n précède l'atome lourd numéroté n le long de ce sens. 
On utilisera comme coordonnées généralisées les déplacements par rapport à leur 
position d'équilibre 4, pour l'atome léger numéroté n et v, pour l'atome lourd 
numéroté #1. 


nn 
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Ecrire les équations d’Euler-Lagrange. 

Ecrire les équations donnant les pulsations propres. 

L'invariance par translation de deux atomes nous suggère de chercher une solution 
u,(#) = U exp(in® + iot) 
v, (1) = V'exp(in + it) 
Donner les deux solutions @(®). La plus grande &,,+(0) est appelée pulsation optique, 
l’autre pulsation @,cou(0) est appelée acoustique. 

Etudier le comportement de @(d) au voisinage de 6 =0. Pour chacun de ces cas, 
étudier le signe de U / V. Un signe positif correspond à un mouvement en phase à 


de la forme pour chaque type d’atomes. 


basse fréquence de tous les atomes, un signe négatif correspond à un mouvement en 
opposition de phase pour deux atomes voisins à haute fréquence. Donner @(Ÿ = x). 
Tracer schématiquement &,,(6) et @acou(®)- 

Excitons un atome avec une onde de pulsation &. A quelle condition sur &@ la per- 
turbation se propage-t-elle ? Remarquer que cette chaîne d’atomes est un filtre passe- 
bas avec une bande d'arrêt ou “gap”. 

On impose des conditions de périodicité au mouvement des atomes. Le mouvement 
du groupe d’atomes d'ordre N +1 est celui du groupe 1. En déduire les valeurs 
possibles de 6. 


Problèmes : solutions 


2.1. DISQUE SUR UN COIN EN MOUVEMENT [ÉNONCÉ P. 59] 


Soit H le point de contact du disque de centre C et du coin ; on appelle g9=OH la 
coordonnée généralisée choisie, O étant une origine quelconque choisie sur le coin. 
La condition de roulement sans glissement impose 4 =-RÔ, où 8 est l'angle de repé- 
rage d'un point quelconque B du disque. 


La vitesse du centre du disque s'obtient aisément en additionnant la vitesse d'entraî- 
nement de l'origine, qui vaut {(f) le long de l'horizontale et la vitesse relative au coin 
qui est 4 le long de la pente. En choisissant pour axes le sens de la pente et le sens 
de la normale au coin, la vitesse du centre a pour composante üc = (+ Îcos ot, isin @). 


L'énergie cinétique du disque est obtenue par application du théorème de Koenig 


1 


comme la somme de l'énergie du centre de masse Lndé et de l'énergie de rotation 


A2 122 
autour du centre + 18° = a 
La seule force qui travaille est le poids qui dérive du potentiel V = mggsino (à une 


constante près sans importance). Tout calcul fait, nous obtenons l'expression du 
lagrangien : 


L(q,4,t)= DIE + LL} + 21(bgcos a + ie] — mgq sin ot 
nt 
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L'équation de Lagrange (2.4) fournit la loi donnant l'accélération du mouvement : 


(ue _ h = -gsina-/(f}coso 
m 


C'est l'équation d'un mobile dans un champ de pesanteur variable. Intégrons une 
fois par rapport au temps pour obtenir la vitesse : 


(4 —} = -gtsino-{(t)cos 
Im 


On peut très bien avoir 4 > 0 — le disque remonte le coin — si la condition Î(#) <—gttan ot 
est satisfaite. 


La loi horaire du mouvement s'obtient par une intégration supplémentaire (à une 
constante près) : 


TT) gsint 
q(t)= Eu) | F t +(bcoso| 


L'accélération d'entraînement est horizontale : c'est celle du coin a(°) =]. La compo- 
sante horizontale du centre de masse C dans ce référentiel vaut gcos& et le potentiel 


d'inertie indiqué dans l'énoncé s'écrit dans ce cas V,,,,, = Mmql cos, et le lagrangien : 


L(q,4,t) = En + Le — Mgq sin a — mal cos 
m 


I! s'identifie à l'expression de la question précédente si on ajoute une dérivée totale 
d'une fonction par rapport au temps. Le dernier terme du deuxième membre peut 
s'interpréter comme un poids apparent (principe d'équivalence champ de gravita- 
tion — référentiel accéléré). 


2.2. INTÉGRALE DE PAINLEVÉ [ÉNONCÉ P. 60] 


Soient O une origine fixe, Ox un axe horizontal, Oz un axe vertical dirigé vers le 
bas et À le point d'application du pendule, qui se déplace le long de Ox avec la loi 
horaire OA = a(t). La seule force qui travaille est la gravité qui dérive, avec nos 
conventions, d'un potentiel V = -mgz. Par conséquent le système est lagrangien. 


Appelons q l'angle entre l'axe OZ et la direction du pendule ; c'est notre coordon- 
née généralisée. Les composantes du pendule de masse m sont x=a+lsing et 


z = cos g. L'énergie cinétique est simplement T = Lm(i? + ÿ?) et l'énergie potentielle 
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V =-mglcosq. Le lagrangien s'obtient en faisant la différence de ces deux quantités, 
soit, en l'exprimant à l'aide de la coordonnée généralisée : 


L(a,d,t) = Em? + 2là(t)à cos g + à?) + mglcosq 


Il montre une dépendance en temps explicite à travers la fonction 4(f). 


Les équations de Lagrange donnent dans ce cas, en introduisant la pulsation habitu- 
elle © = \ g/l: 


ä(t) 


sing+= cos = 0 


ÿ+@ 


A partir de l'expression précédente du lagrangien, il est facile d'obtenir d,L= 
mä(lq cos q +4) qui, dans le cas d'une accélération à constante, peut se réécrire 
0,L = müd(lsin q + a) / dt = dW / dt, avec la définition évidente de la fonction W : 


W(a,t) = mä(lsin q + a(t)) 


La fonction énergie est donnée comme d'habitude par E =40;L-L, soit en effectu- 


ant les calculs E = 3 m(lq? - à?) mgl cos q. De façon générale, on a toujours dE /dt = 
—-0/L qui, dans le cas particulier envisagé ici, vaut encore —-dW / dt. Cela implique 
d(E +W)/ dt =0 et donc que la quantité 1=E+W est une intégrale première, appe- 
lée intégrale de Painlevé. 

Compte tenu d'une accélération constante, qui permet d'obtenir par intégration la 


vitesse et la loi de déplacement, nous sommes en mesure de calculer l'intégrale de 
Painlevé qui, après simplification et élimination des termes constants, s'écrit : 


1(g,4)= Lmi(1g2 —2gcos q+2%sin q) 


Dans le référentiel où le point de suspension est immobile, l'énergie cinétique 
est simplement T = Lu. A l'énergie potentielle de pesanteur, on doit ajouter 
l'énergie potentielle d'entraînement Vs = mate) Ron =maix(a+lsing). A 
une fonction ne dépendant que du temps près, le lagrangien s'écrit: L(g,q,t) = 
LP? +21(gcos q -a(t)sin a), qui est celui d'un pendule dans un champ de 
pesanteur apparent. Lorsque l'accélération est constante, ce lagrangien ne dépend 


pas explicitement du temps. Il existe une intégrale première, qui est précisé- 
ment l'intégrale de Painlevé I. 
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2.3. APPLICATION DU THÉORÈME DE NOETHER [ÉNONCÉ P. 60] 


Le lagrangien L=T-V s'obtient aisément : 
L(x,y,x,ÿ)= mx? +ÿ?)-V(x-2y) 


Faisons X=x+s, X = *. Pour que l'énergie cinétique reste invariable il faut que 
la nouvelle variable Y soit telle que Ÿ = ÿ, donc que Ÿ = y+4. L'énergie potenti- 
elle doit aussi être invariante x—-2y=X-2Y, ce qui implique a=5s/72.Le groupe 
de transformation qui laisse le lagrangien invariant est donné par: X=x+5s; 
Y=y+s/2. 


Nous sommes dans les conditions d'application du théorème de Noether. Il existe 
une intégrale première 1 =(9;L)(4X / ds), +(0L)(dY / ds) 0 Soit: 


Fu 
T=x+#zCt 
*+5 = Cie 


On peut d'ailleurs vérifier directement cette propriété à partir des deux équations de 
Lagrange mXx=—V’, miÿ=2V’, en éliminant le potentiel pour trouver *+ Li =0 


qui, par intégration, redonne le résultat du théorème de Noether. 


2.4. LE PENDULE DE L. FOUCAULT [ÉNONCÉ P. 60] 


On se base sur les conventions d'axes représentés sur la figure 2.2. Dans le référentiel 
tournant du laboratoire, le point d'application du pendule est à l'altitude /. A l'équi- 
libre la masse du pendule est à l'origine. Pour une petite déviation 8 par rapport 


à la verticale, l'altitude est z=1(1-cos0) 16? /2. Faisons un calcul approché de 
l'énergie potentielle due au champ de pesanteur : V = mgz= = (mg16?) /2. D'autre 
part 6? = sin? 6 = OM? /l2= (x? + y?) / 12. Cela nous permet d'avoir une expression 
approchée du potentiel de gravité : 


x? + y? 
V(x,y)= mg 3 
Les coordonnées du pendule dans le référentiel lié à la Terre sont par définition 
(x,y,2). La vitesse relative du pendule dans ce référentiel est donc (*,7,2). Pour 
de faibles déviations les coordonnées x,7 sont de l'ordre 10, tandis que z est de 
l'ordre le?, donc négligeable par rapport aux composantes horizontales. On peut 
faire la très bonne approximation que le mouvement du pendule a lieu dans le plan 
horizontal et la vitesse relative est donnée par : 


0, =in+y 


78 PROBLÈMES CORRIGÉS DE MÉCANIQUE 


Le vecteur ri est dans le plan des directions de l'axe des pôles et de la verticale vraie. 
Par conséquent le vecteur unitaire le long de l'axe des pôles Z est dans le plan for- 
mé par les vecteurs (5,z). Une simple analyse par projection montre que : 


Z=coskn+sinÀz 


Le vecteur rotation instantanée est dirigé le long de l'axe des pôles : Q = Q7. Soit 
M le point coïncidant du pendule à un instant donné. La vitesse d'entraînement 


s'exprime simplement par 8, =Q A OM. En utilisant la définition OM = x + y & 
+(Rr +2) et la relation donnée par la question précédente pour exprimer le vec- 
teur rotation instantanée, on obtient l'équation donnant la vitesse d'entraînement : 


8, =-QysinAñ+Q(xsinA-(Rr +z)cos À) +Qycos ne 


La vitesse absolue du pendule par rapport au référentiel galiléen s'obtient en som- 
mant la vitesse relative et la vitesse d'entraînement données dans les questions 2 


et3: 0, =0,+0,. L'énergie cinétique est obtenue par T = dde ; tenant compte de 
la faible valeur Q =10-Srad / 5, des valeurs de l'ordre de l'unité pour x,y, de la très 
petite valeur de z et de la très grande valeur pour Rr = 10f m, on conserve dans 
l'expression de T, les termes Qx, Qy et RrQ? (ordre 10°) mais on néglige par 
contre les termes Q2x?, Q?: 2, Qz et Q?xz (ordre 107{°). Enfin le lagrangien L 


est la différence entre l'énergie cinétique T et l'énergie potentielle V donnée dans 
la question 1. Il vaut : 


m£(x? + y?) 


re ml? +ÿ2 -2Qiysin À + 20ÿ(xsinA- Rr cos À) RrQ2xsin(2à)| Es 


2 


à une constante mQ2R3 cos? À / 2 près sans intérêt et où nous avons introduit un 


champ de gravité effectif $ = ç$-— Q?Rry cos? À modifié par la force centrifuge. 


On s'intéresse aux équations de Lagrange donnant le mouvement dans le plan hori- 
zontal. À partir du lagrangien précédent et en appliquant la recette traditionnelle (2.4), 
on parvient aux équations du mouvement : 


i-20ÿsinA+Sxt1RrQsin(21)=0 : ÿ+20tsinÀ + SE y=0 
y ft TT y 7 


Posons ? = x- x, et reportons-la dans la première équation de Lagrange ; on choisit 
alors la valeur arbitraire x, de façon à annuler le terme constant de l'équation résul- 
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tante. Compte tenu de la valeur RrQ? = 10 m/s? très faible devant g=10m/ s?, 
on peut dans le résultat faire $ = g. Le résultat s'exprime par la relation suivante : 


_ RrlQ? sin(2à) 
e 2g 
Le jeu *=0,y=0 correspond à une solution des équations du mouvement ; c'est 


une solution d'équilibre. Ainsi, à l'équilibre, le pendule n'est pas orienté le long de 
la verticale vraie, mais le long de la verticale apparente, qui fait un angle avec la 


verticale vraie égal à & = sin = x, /1 = Rr@? sin(2X) / (29). Cette déviation a pour 
origine la force centrifuge. Elle est maximale sur le 45° parallèle. 


Les deux équations différentielles couplées à résoudre sont données par *-2Qÿsin À 
+ Q9X/l1=0 et ÿ+2QYsinÀ+$y/1=0.]Introduisons la variable complexe u = X +iy. 
Multiplions la seconde équation de Lagrange par i et ajoutons-la à la première ; on 
voit s'introduire naturellement la variable auxiliaire dans l'équation différentielle 
unique : 


ü+2iQusin + Eu =0 


Définissons u(t)=U(t}e"!, reportons dans l'équation précédente et choisissons 
r=-QsinÀ de façon à éliminer le terme en U. L'équation résultante se ramène 
à Ü+œ/U =0 avec la définition @? = g/1+0? sin? À- Q2(Rr /Dcos? À. On a 
Q? 10° 5"! tandis que Q?(Rr /1)=10% 5"! ;on peut donc parfaitement négliger 
le deuxième terme au profit du troisième. Ainsi : 


r=-Osini ; &?= 8 =? À cos? À 


où &p = CE est la pulsation propre du pendule dans un référentiel galiléen. La 
0 VS P Prop P 8 


solution de l'équation U + @?U = 0 est évidente et donne U = X +iY = Aelvt + Be7it*, 
On peut toujours s'arranger pour choisir l'origine des temps et l'orientation des axes 
afin que l'on ait X(f)= Acosot;Y(t)= Bsinœt. Dans ce système d'axes, le pendule 


décrit une ellipse avec une pulsation ©. Dans le plan complexe, la multiplication 
par e"? pour passer du jeu X,Y au jeu x,y est une rotation d'angle rt. Autrement 


dit les axes de l'ellipse tournent lentement au cours du temps à la vitesse angulaire 
lr|=QsinA. 


—- 
A l'équateur À =0 ; alors r=0 et o= \ oË 20 “. Le pendule oscille avec une 


pulsation légèrement plus faible que sa pulsation propre. 
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Au pôle À=n/2, alors r=-Q et @=0. Le pendule oscille avec sa pulsation 
propre et les axes de l'ellipse décrite sur le sol tournent en un jour. 


Figure 2.7 - Différents types de trajectoires de l'ellipse tracée sur le sol, 
pour trois conditions de lâcher initiales différentes. Dans les trois cas r / © =1/10. 
À gauche on a lâché le pendule avec une vitesse tangentielle opposée à 
la vitesse d'entraînement ; au milieu on lâche le pendule sans vitesse initiale ; 
à droite on a une situation intermédiaire aux deux précédentes. 


2.5. SYSTÈME DE TROIS PARTICULES [ÉNONCÉ P. 62] 


> À - Changement de coordonnées 


Dans le changement d'origine g/ =q;-a, les vitesses ne varient pas ÿ; = 4; et les 
distances relatives non plus g/-gq;=q;-q;. Le lagrangien est invariant et on en 


déduit l'intégrale première suivante (cela résulte aussi du théorème de Noether) 
P = DL, soit : 
! 


P = M1 + 2 +3) est une intégrale première 
C'est l'impulsion totale du système. 


En inversant les relations proposées, on obtient: g =X+x/2-1y/(3&); 42= 
X-x/2-1y/(30) ; g3 = X +2y/(3&). 


Il est facile d'en déduire T = Lg +» +3?) = m3 X + " 424 ER #| La 


valeur cherchée pour © doit donc vérifier 30? = À, soit : 


Grâce au changement de variables proposé, on est capable de réécrire le lagrangien 
sous la forme : 
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Le im? +1mt+)- VS y Lx) (Sy -Vs (0) 


On remarque que la coordonnée X est cyclique. On en déduit l'intégrale première 
suivante 0, L = 3mX, qui compte tenu de la définition de la variable X , est précisé- 
ment la quantité P introduite dans la première question. On peut toujours choisir 


un référentiel pour laquelle cette quantité s'annule. Le lagrangien ne dépend alors 
plus que de deux degrés de liberté x et y. 


Dans une permutation circulaire, la variable X reste inchangée tandis que les nou- 
velles variables x’ = q2-q23 et y'= sta = d +4q3)) s'expriment en fonction des 


anciennes par x/=-*y-5x et y’= 


z'=x"+iy", on trouve z’°=(x+ iyN-3 + . soit : 
z'=Zzexp(2in / 3) 


Bien sûr on a |z/|? = x'2+y2)= 2? 2@7 +y?). 


Ce n'est qu'une question de calcul simple de vérifier que le lagrangien s'écrit avec 
ces coordonnées : 


4 12 - 12 + 3 , , la 2 / 
= 5mX + Emi + )=)-V Sy Lx) VE x) 


> B- Cas de l'approximation harmonique 


Le potentiel harmonique s'écrit, en vertu de l'expression générale, 


: HA 3 y+ ù Et 3 y e + a | qui, tout calcul fait, se réduit à 2 k(x? Eye) 


Le lagrangien correspondant se ramène, après arrangement, à la forme : L= à mX? 


+2 (m i2 —3kx? )+ L(m ÿ? —3ky? = 3 mX? + Lin(x, 2) + Lin(y,y). La coordonnée X 


est cyclique et on arrive à l'intégrale première P, déjà étudiée. Ce n'est pas étonnant 
car cette propriété est indépendante de la forme du potentiel. Plus étonnant est le 
fait que le lagrangien se décompose en deux autres parties découplées ; cette propri- 
été est spécifique au potentiel harmonique. Comme ces parties sont indépendantes 
du temps, on peut leur affecter une intégrale première analogue à l'énergie E,(x,*) 
= X0;L(x,X)- Lin (x, X) et une relation similaire pour le lagrangien L,,(y,y). En 
effectuant les calculs faciles, on arrive au résultat souhaité : 


P=3mX 
En (x, X)= Lim À? +3kx?) sont des intégrales premières 


Eon(y,ÿ) = Em? + 3ky?) 
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Le mode propre en x correspond à une vibration des deux premières particules, la 
troisième restant immobile. Le mode propre en y correspond à une vibration de la 
troisième particule en opposition au groupe formé par les deux autres. 


> C- Cas du potentiel de Hénon et Heiles 


Figure 2.8 


Courbes d'égales valeurs, 
pour le potentiel de Hénon- 
Heiles, obtenues pour 

la valeur a =1. Remarquer 
la symétrie d'ordre 3, 
l'existence d'un minimum 
et de trois points selles. 


NN NN à 
NN ER 


5 Le potentieldeToda 
Vx,y)=V Lexpt- X+ : y) /a)+ exp(CZ y— L x) /a) + exp(-x/0)| donne, pour de 
faibles distances, le potentiel de Hénon si l'on pousse le développement des exponen- 
tielles au troisième ordre V(x, y) =W É + Pi + y?) + un (6 —3xy?) . Les courbes 


équipotentielles sont représentées sur la figure 2.8. Le lagrangien correspondant 
s'obtient aisément : 


L=Lm(i? +340 HE -3xy?)| 


6 Nous avons déjà montré que le terme x? + y = [2° est un invariant dans les permu- 
tations. Il en est de même du terme x° — 3xy? si on remarque que celui-ci s'écrit 
x — 3xy? = L( +27) = LG 5°) = x — 3x'y'?. 

Ainsi : 


VGx,y)=V(x',y) 
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Comme le passage des coordonnées (x,17) au coordonnées (x’,y’} correspond dans 
le plan à une rotation d'angle 2x /3, l'invariance précédente prouve une symétrie 
d'ordre 3 pour le potentiel. De plus V(x = 24,y)=7V, ; cela prouve que la droite 
x = 2a est une équipotentielle. Il en est évidemment de même des deux droites obte- 
nues par la symétrie d'ordre 3. Ces trois droites se coupent pour former un triangle 
équilatéral équipotentiel de valeur 7V,. Ces propriétés sont clairement visibles sur 
la figure 2.8. 


2.6. VIBRATION D'UNE MOLÉCULE LINÉAIRE TRIATOMIQUE : 
LE MODE “MOU” [ÉNONCÉ P. 64] 

On appelle x; l'écart à l'équilibre de l'atome ï. La force agissant sur le premier 
atome est donnée par F, = k(x2 — x), celle sur le troisième F; = k(x, - x3) et celle 
sur la deuxième FE; =-F — FE; = k(x1 + x3 —2x,) puisque l'ensemble est à l'équilibre. 
On vérifie que ces forces dérivent du potentiel V = LK(x ne LG 2 y 
puisque on à F;=-0,V. L'énergie cinétique ne pose pas de problème et on en 
déduit l'expression du potentiel L=T -—V : 


1 
2 


L= mi +} Mi + 


SD] Dei 2 
2 MX 3 K(x2 X1) 72 k(x3 — X)) 


Les équations de Lagrange sont obtenues par la recette classique (2.4) : 
Ë = O7 =) à ra = O7 (ui +23 — 222) ; É3 = Q°(x2 —x3) 


avec la définition proposée des paramètres Q = Vk/m et r=M /m. Ce sont des 
équations différentielles linéaires couplées. 


On cherche les modes propres en imposant la même pulsation à chaque coordon- 
née, c'est-à-dire en cherchant une solution de la forme x; = Aeï®t, X2 = Bei®t, X3 = 
Cel®l Les équations de Lagrange deviennent alors : -@2A =-Q2A+Q8B ; -ro?B= 
QA + QC -207B + Q7C -207B ; -w?2C =-Q?C +078. Simplifions ces équations 


ar Q? et posons À = @ / Q. Les équations se mettent sous forme matricielle : 
P P q 


1 0 YA) fo 
1 2-2 1 |B|=|0 
0 1 1-2 |c}) (0 


Cette équation possède une solution non identiquement nulle seulement si le déter- 
minant de la matrice est nul. En effectuant les calculs on trouve les trois solutions 
suivantes : À? =0 avec le vecteur propre A=B=C, X=1 avec A=-C,B=0 et 
N=(r+2)/r= à avec A=C,B=-2A /r. En normalisant arbitrairement les vec- 


teurs propres, on obtient finalement la solution : 
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1 ne di (ras 1 
@=0, mode |1|;: @œ=Q, mode | 0 |; ©= a Ou mode | -2/r 
1 EL 1 


On voit que, dans notre cas précis, il existe un mode mou @ = 0 pour lequel A=B=C. 
En reportant cette solution dans les équations de Lagrange, on parvient à X; =0 Vi, 
ce qui est équivalent à X =Cte, ri, =Cte, x; =Cte. Ces conditions conduisent à la 
conservation de la quantité de mouvement totale : 


P = MÀ + M + MX = Cte 


Cette propriété est la conséquence de l'invariance du lagrangien sous une translation 
continue dans l'espace. La solution du mode mou est donnée par : 


%1() = X2(4) = x3(#)= at +b 


Dans ce mode, le système se déplace en bloc à vitesse constante. Il n'est pas intéres- 
sant du point de vue physique, car on peut toujours se placer dans un référentiel 
galiléen dans lequel l'impulsion totale est nulle. Dans ce référentiel, le mode mou 
correspond à la solution d'équilibre. 


Le mode © =Q impose B=0 et C=-A. La masse M reste immobile tandis que les 

deux masses m vibrent en opposition de phase avec une même amplitude. 

Le mode = [2e impose C=A et B=-(2/r)A. Les deux masses #1 vibrent 
r 


en phase, tandis que la masse M vibre en opposition de phase, avec une amplitude 
plus faible ou plus grande selon la valeur de r. 


La solution la plus générale au système différentiel s'écrit : 
(6) 1 fi ; 
X2(E) |=(at + nf. ren 0 È Cesat| _2 y, 
X3 (#) 1 —1 1 


On doit évidemment comprendre la partie réelle de ce nombre complexe. 


En introduisant les conditions initiales proposées, un calcul long, mais sans difficulté 
majeure, conduit aux équations du mouvement : 


2+r . 4 : 
A0 = _ M L re + 2043 sin ;0p | 
p + : 
É = "| 1 — ÀhQt 
#20) al PTE Le 3 ] 
p 2H Tr F 
= = Qt hkaQt 
x3(8) | 2€ st oi an Us ] 
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2.7. ONDES TRANSVERSALES ÉLASTIQUES DANS UN SOLIDE (ONDES P) 
IÉNONCÉ P. 64] 

On met à un noeud une masse égale à celle d'un segment, soit m = pSô. Comme le 

noeud ne peut qu'osciller verticalement, sa vitesse est 4; et son énergie cinétique 

T; = à psô 42. On obtient l'énergie cinétique totale du système en sommant sur tous 


les noeuds : 


T=+Xpsô4 
£ 


La force de cisaillement sur une tranche i vaut FE =2uS(g;,1 —q;)/ ô. Le travail vir- 
tuel de cette force sur le noeud est ôW; = FE; 6gq; = 2uS(q;,1 —q;)6q; / 8. On voit que 
ce travail peut être exprimé comme l'opposé d'une fonction potentielle SW; = -dV, ; 
celle-ci est donnée par l'expression : 


S 
= Ga 4} 


L'énergie potentielle élastique totale est évidemment la somme des énergies sur 
chaque tranche et le lagrangien la différence entre l'énergie cinétique et l'énergie 
potentielle. Ainsi : 


: s 
Lg, 9) = LE PS8? = DE ra a) 
1 


Î 


À partir de celui-ci, ontire d(9;.L)/ dt =pSô;i et d,,L= 2US(q;:1 +q;-1 -2;)/ à (ne 
pas oublier pour calculer ce dernier terme de prendre une contribution venant de 


la tranche i et une autre de la tranche i—-1). Les équations de Lagrange fournissent 
donc les systèmes différentiels couplés : 


- 2 
Pdi = 2U(qis1 + di-1 — 2qi)/ 8 

Choisissons une fonction de champ @(x,f) qui s'identifie à notre coordonnée aux 
noeuds : (x =i6,t)=q;(t). On a dans ce cas, à la limite des faibles valeurs de 6, 


gi = 9 Ph,_;s et (qjaa + qi —2q;)/ 5? = 9° |. En prenant la limite à — 0, les 


équations de Lagrange deviennent une seule équation aux dérivées partielles : 


1 d2p(x,f) _d7œ(x,t) 2u 
2 D PENSE nn 
€ dt dx p 


C'est l'équation de propagation d'une onde à la vitesse c. 
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2.8. LAGRANGIEN DANS UN RÉFÉRENTIEL TOURNANT [ÉNONCÉ P. 65] 


Le référentiel galiléen est noté Oxyz et les coordonnées cartésiennes de la particule 
dans ce référentiel x,1,z. Le référentiel tournant est noté OXYZ et les coordonnées 
cartésiennes de la particule dans ce référentiel X,Y,Z. Il n'est pas difficile d'établir 
le lien entre les deux jeux de coordonnées : x=Xcosp-Ysin® ; y=Xsin®+Ycosd ; 
z=2Z. 

En dérivant ces expressions et en les reportant dans l'énergie cinétique T = 
1 


Le + ÿ +22), on aboutit à l'expression : 


T=Lm(X2+Y2427)+Lm(x? +234 + m(XY -YX)6 


Le premier terme T, = Ln(X? +Y2+77) est l'énergie cinétique dans le référentiel 
tournant. 

Au lieu des coordonnées cartésiennes, on peut utiliser les coordonnées polaires 
(p,w,Z) dans ce même référentiel. Avec la définition classique X =pcosw, 
Y=psinw, on peut transformer l'expression précédente de l'énergie cinétique, 
pour la mettre sous la forme : 


T = Lm(p? +p7ÿ° +22)+ Lmp? à? + mp? és 


On peut écrire en toute généralité T =T, -V. Pour une particule libre l'équation 
de Lagrange s'écrit d(0,T) / dt SOLE = 0. Dans le référentiel tournant on peut iden- 
tifier T à un lagrangien L pour lequel T, est l'énergie cinétique et V joue le rôle 
d'un potentiel. On a donc V = mp? ®- mp? dy. C'est le potentiel dont dérivent 
les forces d'inertie de Coriolis et centrifuge. D'autre part, dans le référentiel tour- 
nant, la composante selon OZ du moment angulaire L=OMA mV, est simplement 


le —mXY -YX) = mp?Ÿ. Finalement le potentiel devient : 
V=-0L, - Lmp? 4? 


De façon générale, on a la loi de composition des vitesses d = %, +@ A7 dans le cas 
d'une rotation pure. En reportant cette expression dans l'énergie cinétique T = 5 mo? 
et en l'égalant à T, -V, on trouve l'expression de V =-m®,-(@Ar)- LC) AT. 
Le premier facteur est un produit mixte, qui peut aussi bien s'écrire -@:(r À m%,), 


c'est-à-dire —&:L. En définitive : 


V=-G:L-Lm(@ Ar) 
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Dans le cas de la perle circulant sur le cerceau, &=62, 5, = RÔ d'où T, = = LR°8? 
et le potentiel de gravité est mgRcos6. A cela il faut les potentiels de aux 
forces d'inertie V=-&:L- L(® AF)?. Mais le moment angulaire dans le référen- 
tiel du cerceau est perpendiculaire au plan de celui-ci et donc @- L = 0. Reste le mor- 
ceau — Ln( Ar}, qui vaut — 1 mR? sin? 662. On en déduit le lagrangien de notre 


système : 


E= LmR°6? + LmR? sin? 64? — mgR cos 8 

Si le référentiel tourne à petite vitesse, le terme centrifuge (Ar), qui est du 
deuxième ordre en &, est négligeable devant le terme de Coriolis, qui est du pre- 
mier ordre. En nous basant sur la première question, l'énergie cinétique vaut 


simplement : T = Lm(X? +Y2+72)+m(XY -YX)6 et les équations de Lagrange 
s'écrivent : mX = 2m; mŸ =-2m0X. 

Soit à présent une particule de masse "1, de charge q,, placée dans un champ magné- 
tique constant d'intensité B le long de Oz. La force de Lorentz q,ü A Ba pour 
composantes (YB,—XB,0) et le principe fondamental de la dynamique conduit aux 
équations du mouvement : MX = q,BY, mŸ =-q,B X. Elles sont formellement iden- 
tiques aux équations dans un référentiel tournant, si l'on effectue la substitution : 


2.9. DÉRIVE D'UNE PARTICULE DANS UN CHAMP 
ÉLECTROMAGNÉTIQUE CONSTANT [ÉNONCÉ P. 66] 


Avec la donnée des champs électrique et magnétique et celle de la vitesse de la par- 
ticule (x,1,2), on calcule la force de Lorentz F= de (Ë +0 A B) : 


F, =qe(E+By);F, =-qeBX;F, =0 


Le potentiel électrique U s'obtient (à une constante près qu'on peut choisir nulle) 
grâce à l'équation : E = -VUI. La forme du champ électrique permet les intégrations 
immédiates : 


U(x,y,z)=-Ex 


On doit vérifier l'équation B=VAA. Avec l'expression A= (—-yB,0,0), V A ÀA= 
(0,0,—0, (—yB)) = (0,0,B)= B. L'équation est bien vérifiée. De même avec l'expres- 
sion À =(0,xB,0), V A À =(0,0,9,(xB)) = (0,0, B)= B. Le rotationnel étant un opé- 
rateur linéaire, la demi-somme des deux expressions est encore une solution. 
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On part de la première expression qui conduit au potentiel généralisé : V = 
qe(Bxy — Ex). Il est facile de vérifier avec cette expression que d(d;V)/dt-0,V 


=F;;, composante de la force de Lorentz telle que donnée dans la question 1. La 


particule n'étant soumise qu'au champ électromagnétique peut être décrite par un 
lagrangien L=T-V, soit en coordonnées cartésiennes : 


L(x,ÿ,3,x,y,2)= m(x? + y? +22) + q,(Ex = Biy) 


La coordonnée z est cyclique ; on en déduit la constante du mouvement 9,L = m2 
= Pz : 


mz=p, =Cte 


Les équations de Lagrange pour les deux autres variables donnent respectivement : 


mX—q,By=qE ; mÿ+q,Bx=0 


On recommence la même étude, en se basant sur l'autre expression du potentiel vec- 
teur qui conduit au potentiel généralisé V = -g,(Byx + Ex). On obtient le nouveau 
lagrangien : 


L'(&,ÿ,2,x,y,2)= Lm(i? +9? +27) + qe (Ex + Bxÿ) 


La variable z est cyclique et ce lagrangien conduit à la même intégrale première 
qu'auparavant. Cette fois-ci la variable y est également cyclique et cela conduit à 
une autre intégrale première : d;,L=my+q.Bx=p,, 


my+q.Bx=p, =Cte 


Cette équation pouvait être déduite par intégration de la deuxième équation de 
Lagrange de la question précédente. L'équation de Lagrange pour la coordonnée x 
est identique à l'équation correspondante tirée du lagrangien de la question précé- 
dente. Elle n'apporte rien de plus. 


On vérifie que L’-—L = q,B(yx + Xy), ce qui peut s'écrire : 


d(xy) 
LS pue 
VA, 


Les deux lagrangiens ne diffèrent que par la dérivée totale par rapport au temps 
d'une fonction F(x,y)= xy ; ils conduisent aux mêmes équations de Lagrange. 
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Avec la condition supplémentaire E = 0, la première équation de Lagrange s'intègre 
et on a une intégrale première supplémentaire mx —q,By = p,. Pour simplifier un 
peu les notations, posons p,;=4, p, =b, p, =c. Pour résumer les résultats des deux 
questions précédentes, on doit résoudre le système différentiel suivant : 


mi-9.By=4 ; mytqBx=b ; mi=c 


Avec un choix judicieux de l'origine des temps, la dernière équation s'intègre 
pour donner z=(c/m)t. Par un choix judicieux de l'origine, que l'on l'on place 
maintenant en x, =b/(q.B) et y, =-a /(q.B), on peut annuler les termes 4,b. Les 
deux premières forment un système couplé qui se résout facilement en introduisant 
la variable complexe w=x+iy. Le système est équivalent à l'équation unique 
tw + io = 0. 


La condition initiale au temps {=0, impose w(0)=R, et les équations du mouve- 
ment deviennent : 


x(#) = Rcos(wt); y(t}=-Rsin(ot) ; z(f) = Lt 


La constante inconnue R est déterminée grâce à la vitesseinitiale vypar R=mv0 /(q,B). 


Ainsi la projection du mouvement dans le plan perpendiculaire au champ magné- 
tique est un cercle de centre C(x,, y.) et de rayon R. Le mouvement le long de Oz 
s'effectue à vitesse constante. Le mouvement dans l'espace de la particule est par 
conséquent une hélice. 


On peut retrouver ce résultat important “à la Newton”, en égalant la force centrifuge 
à la force de Lorentz. 


Revenons au cas général E 40 et aux équations du mouvement données dans les 
questions 4 et 5. L'intégration de l'équationen z est immédiate z(f) = (p, / m)t. Uti- 
lisons encore la pulsation cyclotron w = q,B / m ; l'équation en y, avec une vitesse 
nulle à l'origine fournit la relation 1 =-wx. En reportant cela dans l'équation en x, 
2 


on parvient à l'équation différentielle * +@°x = q,E / m, qui s'intègre sans problème. 
Le report de celle-ci dans la relation y =-œx permet d'obtenir y(f) par intégration. 
Pour résumer : 
E E E 
z(t)= Pz} : x(t)= = (1- cos ot) ; yO)= = snot =; 

mr mo LU) mo 
Si on se place dans le référentiel qui dérive le long de Oy (donc perpendiculaire à 
E et à B) avec la vitesse —(4,E) / mo =-E/B, on voit que le mouvement est une 
hélice d'axe OZ décrite avec la vitesse angulaire @. C'est précisément le mouvement 
cyclotron étudié à la question précédente. 


Certain types de trajectoires sont représentés sur la figure 2.9. 
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dérive 


Figure 2.9 - Trajectoires dans le plan xy d'une particule chargée 
dans un champ électromagnétique constant croisé. Les équations de la trajectoire 
sont calculées à la question 8. La direction de dérive est l'axe y'y. Ce cas correspond 
à une dérive nulle le long de z'z. La trajectoire du haut est un régime 
de faible champ magnétique, tandis que celle du bas est un régime 
de grand champ magnétique. Le cas intermédiaire correspond à une valeur spéciale 
du champ magnétique qui fait la transition entre les deux régimes. 


9 Le lagrangien ne dépend pas explicitement du temps. La théorie générale nous 
prédit une intégrale première — l'énergie — donnée par E= X9;L+ y0;L+20;L-—L 
(attention à ne pas la confondre avec le champ électrique E). En utilisant l'une ou 
l'autre forme du lagrangien, on peut faire le calcul explicite qui donne : 


E=dm(i? +ÿ? +22) QEx = +m0g 


2.10. LE PIÈGE DE PENNING (PENNING-TRAP) [ÉNONCÉ P. 67] 

1 Comme il n'y a pas charges dans la région où règne le champ électrique, l'équation 
de Poisson se réduit simplement à l'équation de Laplace AU = 0, équation qui est 
manifestement satisfaite par la forme donnée du potentiel AU = d°2 U + d oU + d2 U 


= + k(-1 —1+2)=0.Les équipotentielles sont des hyperboloïdes de révolution, repré- 


sentées sur la figure 2.10. Elles donnent également la forme des électrodes qui sont 
portées à des potentiels fixés. 


Le potentiel scalaire est donné par l'expression U = Lk(27° _ y?) et le poten- 
tiel vecteur peut être choisi sous la forme À = 2 (-yB,xB,0). Le potentiel électro- 


magnétique généralisé V =q,(U-r:A) s'écrit en coordonnées cartésiennes V = 


Le 
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Lkq, (222 x? y) AU Xy) et le lagrangien, différence entre l'énergie ciné- 


tique et l'énergie potentielle : 


L= mi? gt +27) +q[Ek(x? + y? 22?) + 1 B(yx - xy)] 


Figure 2.10 - Surface équipotentielle du potentiel scalaire utilisé dans le piège de Penninsg. 
On montre également la trajectoire confinée d'une particule à l'intérieur du piège. 


Les équations de Lagrange s'en déduisent en appliquant (2.4) : 


mi = q, (By + LKX) j mÿ = q(-Bi++ky) PR 


L'équation en z peut s'écrire Z+ w2z =0,avecla pulsation axiale définie dans l'énoncé. 
Elle s'intègre immédiatement pour donner : 


Z(t)=4cos(®.,f +06) 


C'est un comportement sinusoïdal. 


Quant aux deux premières équations, on peut les regrouper en une seule en intro- 
duisant la variable complexe w = x +iy ; elles conduisent à l'équation différentielle 


td +10. ü — @?w /2=0 en utilisant les pulsations cyclotron et axiale données en 
énoncé. On cherche une solution de la forme w=e"*. Nous parvenons alors à 
l'équation caractéristique r2+@.r+02/2=0 qui admet deux solutions @,, et ©. : 
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x(#) + pe) = Re VO + Re Ont. 


1 RS 
DO = Jo D 2} ) ; @ =: -0, 


La particule oscille autour du plan z = 0. Pour que la particule reste confinée dans 
le piège, il ne faut pas permettre aux coordonnées x,y de diverger. Pour cela il faut 
que les deux racines soient toutes deux réelles, ce qui impose la contrainte «2 > 26°, 


c'est-à-dire : 


Si le champ magnétique est suffisamment grand, la condition précédente est satis- 
faite ; de plus on a aussi @, >> @,. On se rend compte que dans ce cas la pulsation 
la plus grande s'identifie à la pulsation cyclotron @, z@, et la pulsation la plus 
petite, appelée pulsation magnétron, vaut &,, = &2? /(2&,)=k/(2B). Il y a compo- 
sition de deux mouvements, l'un de rotation lente à la pulsation @,,, l'autre de 
rotation rapide à la pulsation @,. Dans le plan z=0, le champ est radial et à une 
distance R de l'axe de révolution il vaut E = KR /2. On a vu dans le problème 2.9 
que dans un champ électrique constant, la vitesse de dérive dans un grand champ 
magnétique est E/B=KkR/(2B) ; de plus cette vitesse est perpendiculaire à la 
direction des champs électrique et magnétique, donc tangentielle dans notre cas. 
Le temps mis pour parcourir le cercle de rayon R est T=2nR/(kR/2B)= ArB/Kk. 
La pulsation de dérive est donc @,=27r/71 soit ©, =@,,. On retrouve de cette 
façon le résultat obtenu par un calcul plus complet. 


On montre l'exemple de trajectoire d'une particule sur la figure 2.10. Les petits 
mouvements circulaires sont les mouvements cyclotrons, qui s'enroulent sur un 
mouvement circulaire de plus grande pulsation correspondant au mouvement 
magnétron. 


Puisque le lagrangien ne dépend pas explicitement du temps, l'énergie est une 
constante du mouvement. En utilisant la relation générale (2.7), on arrive à la 
valeur de l'énergie (ne pas confondre l'énergie E avec le champ électrique E): 

1 2 


E = dm(x? +97 +27)+1Lak(2z 


= y), que l'on peut réécrire : 
E=m[( + +2)+05(22 x -y)]=Cte 


En reportant les valeurs des équations horaires dans cette expression, un calcul un 
peu long, mais sans difficulté, nous donne accès à la valeur de l'énergie : 


E=1mf(@?-0? /2)R2 +(0? -w? /2)R2 +522] 
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Comme &@, > @, et @,, < @,, la contribution à l'énergie du terme cyclotron est posi- 
tive tandis que celle du terme magnétron est négative. On peut remarquer que si la 
particule perd de l'énergie — par collision avec d'autres particules par exemple -— le 
rayon magnétron croît et la trajectoire peut toucher les parois du piège. 

Dans ce type de piège, on peut stocker des particules sur des temps très longs, de 
l'ordre d'une année. 


2.11. PRÉCESSION DES ÉQUINOXES [ÉNONCÉ P. 68] 


On considère le Soleil comme sphérique ; du point de vue gravitationnel il se 
comporte comme un point situé en son centre de masse S et contenant toute la 
masse Ms. Soit O une origine située au centre de masse de la Terre et OXYZ un 
référentiel lié à celle-ci avec OZ le long de l'axe des pôles. Soit dm un élément de 
masse de la Terre situé à la position 7 =(x,y,z) par rapport à O et R(X,Y,Z)=OS 
le vecteur position du soleil dans ce référentiel. On a évidemment SM = V(R- rÿ | 
Le potentiel gravitationnel de la force due au soleil sur l'élément de masse vaut 
dV =-GMs dm / SM = -GMs dm / ŸR2+r2-2R:-r. D'autre part, on a la condition 


r<<R et il est tout à fait légitime de faire un développement limité de la racine 
carrée, que l'on pousse jusqu'au deuxième ordre. On obtient ainsi : 


dV = -(GMs / R)dmf1+F.R/R? +[3(F-R) -r2R2]/(2R4) 


Le dernier terme du membre de droite est appelé l'interaction quadrupolaire. 


Pour obtenir le potentiel gravitationnel total, on doit intégrer l'expression précédente 
sur tout le volume de la Terre. Le premier terme du crochet donne simplement la 
masse de la Terre Mr. Puisque O est choisi au centre de masse on a par définition 
Jam x; =0 (on notera comme souvent xX1 =x, x2 =y, X3 =2) et le deuxième terme 


s'annule. Les termes du deuxième ordre font apparaître les moments et les produits 
d'inertie. Choisissons un système d'axes le long des axes d'inertie. Comme la Terre 
est un solide de révolution autour de OZ, on a deux moments d'inertie identiques 
1 = Jam(x? + z?) =[ dm(y? + z?) et un troisième différent 13 = Jam(x? + y?) ; quant 
aux produits d'inertie ils sont nuls. Ainsi avec ce choix d'axes (c'est bien compatible 
avec le choix de l'axe OZ le long de l'axe des pôles), le potentiel s'écrit de façon bien 
plus simple : 


V =-(GMs / R)[Mr +(13-1)X2+Y2- 222) / (2R4)] 


Notons que pour une Terre sphérique 1; = I et le potentiel se réduit à l'expression 
habituelle V =-(GMsMr / R). 


A cause de la symétrie de révolution, on peut choisir les axes OX et OY n'importe 
où dans le plan équatorial. Choisissons donc OX dans le plan SOZ et rappelons que 
® est la direction entre l'axe des pôles OZ et la direction pointant vers le Soleil OS. 
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Avec ces conventions nous avons les relations X = Rsin®, Y =0, Z = Rcosd, qui, 
reportées dans l'expression du potentiel, conduisent à la formule cherchée : 


…[ 
&= BE | Mr + BED (1-8c0s7 o) 


Comme la terre est aplatie au pôle, 13 >1 et le potentiel est minimum lorsque 
6=nr/2 ; le couple de force provenant du deuxième terme du potentiel tend à 
ramener l'axe des pôles perpendiculairement à la direction du Soleil. 


Soit Sxyz un référentiel galiléen, centré sur le Soleil pour lequel le plan Sxy est le 
plan de l'écliptique. On peut par exemple choisir l'axe Sx le long de la direction 
Soleil-Terre au moment du périgée (ici ça n'a pas beaucoup de sens car l'orbite est 
supposée circulaire). Puisque la direction des pôles garde, au cours d'une révolu- 
tion, un angle constant 8 par rapport à l'axe $z,on voit que l'angle à varie au cours 
de l'année. En appelant & l'angle entre la direction de référence Sx de la terre à un 
instant de référence, et la direction SO de la terre à l'instant considéré, un petit gra- 
phique nous convainc facilement que l'on a la relation : 


cos = —cos sin 8 


On reporte cette expression dans l'énergie potentielle et considérant que 8 ne varie 
pratiquement pas sur une révolution, on peut se borner à considérer un potentiel 


moyenné sur une année : V(R,8)= (1/2) [7 V(R,8,a)da. Tout calcul fait, on 


parvient à : 


(RG) - - SMS [Mr + 2D (1-3 sin? o)| 


Le vecteur rotation instantanée © de la Terre provient de la composition de plusieurs 
mouvements. Il y a d'abord la rotation diurne autour de l'axe des pôles qui donne 
une contribution Qu; ; il y a ensuite la précession du plan XOZ autour de l'axe Oz 
(responsable de la précession des équinoxes) qui donne une contribution ÿ#, ; il y 
a enfin la nutation qui écarte l'axe des pôles de la verticale galactique 5z qui donne 
une contribution ôux . En résumé le vecteur rotation instantanée vaut @ = Quiz + Wu, 
+ 0x. Il faut l'exprimer dans le référentiel des axes d'inertie de la Terre ; pour cela 
on remarque que #, =-sin8uy +cos8#,. En reportant cela dans l'expression pré- 
cédente, on parvient au résultat souhaité : 


15 Ce point délicat ne peut être justifié que par la théorie des perturbations que l'on verra au 
chapitre 7. 
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© = Ôx —WÿsinOùy +(Q+\ÿcos8)äz 


D'après le théorème de Koenig, l'énergie cinétique de la Terre est la somme de 
son énergie du mouvement du centre de masse LMrR?à? (la vitesse angulaire 
de révolution & est considérée comme une constante) et l'énergie de rotation 
10% + lof + I 302). En remplaçant les composantes du vecteur rotation par les 


valeurs déterminées dans la question précédente, on écrit l'énergie cinétique totale 
de la Terre T sous la forme : 


T=LMyR?ù? + LC +2 sin? 6) + 13(Q + cos0)? | 


Il suffit de faire la différence entre l'énergie cinétique T, que l'on vient d'obtenir, et 
l'énergie potentielle V de la question 2 pour obtenir le lagrangien de la terre (en 


t GMsMr 
R 


enlevant les termes constants À MrR?é? e sans intérêt pour les équations 


du mouvement) : 


L = [1(62 + ÿ2sin20) + 1:(Q + Wcos0)?] + Sus|{h =D (1- sin? o)| 
On remarque que y est une variable cyclique et donc l'impulsion conjuguée p,, = dÿL 
est une intégrale première, constante du mouvement. Ainsi on a : 


Py = 1sin? 8ÿ + 13cos0(Q+\ÿcos8) =Cte 


La deuxième équation de Lagrange en 6 est beaucoup plus compliquée ; elle s'écrit 
explicitement : 


18 = 1 (1 - 13) ÿ2sin(28)- Roy sino - 3 PS (1 _ J)sin(26) 


En fait, on peut se dispenser de complications bien inutiles si on remarque que 
0=Cte (pas de nutation) et w=Ctfe (précession à vitesse angulaire constante) est 
une solution. La première équation de Lagrange est automatiquement satisfaite ; 
quant à la seconde elle est aussi satisfaite (en négligeant le terme en ÿ? par rapport 
à celui en Qw, ce qui est parfaitement justifié) si on a la relation suivante, qui donne 


justement la vitesse de précession : 


96 PROBLÈMES CORRIGÉS DE MÉCANIQUE 


La Lune exerce un couple identique, qui est loin d'être négligeable. En supposant 
que le plan de rotation de la Lune soit confondu avec le plan de l'écliptique, on peut 
recommencer exactement les mêmes calculs en changeant simplement la masse du 
Soleil par celle de la Lune M, et la distance Terre-Soleil par la distance Terre-Lune #. 
L'expression de la vitesse de précession due à la Lune est identique à celle trouvée 
à la question précédente avec ces remplacements. 


On obtient donc : 


Avec les données numériques fournies, on calcule B = 2,178. 


Comme l'action de la Lune va dans le même sens que celle du Soleil, la vitesse de 
précession totale est la somme des deux contributions soit y =(1+B)y$s, autrement 
dit : 

: GM 

VE on We +p5 


ee 6 


d'où par inversion : 
1,3-1_. 2R°Qlÿ| 
3 3GMs(1+$)cos8 


Avec les données fournies, on trouve un aplatissement de (13 —-1)/13 =3,25 10, 


Soit p la densité volumique constante de la Terre ; celle-ci est supposée avoir la forme 
d'un ellipsoïde de révolution d'équation (X?+Y?)/a° +27? /c?=1 où a=R, est le 
rayon équatorialet c = R, le rayon polaire de la terre. Le volume de l'ellipsoïde vaut 


4ra?c / 3 et la masse volumique p = 3Mr /(4na?c). 


Calculons 1,, = fz? dm = pf 2? dxdydz. Effectuons le changement de variables 
u=x/a, v=y/a, w=z/c afin de rendre le domaine d'intégration sphérique de 
rayon unité. On a alors 1,, = pa 20 [w? dudvdw. En introduisant les coordonnées 
sphériques habituelles, on montre que l'intégrale vaut 4r/15. On en déduit 
= Mya? /5.1l 
= 2Mya?. 


Le = Mrc? / 5. Par permutation circulaire, on a de même 1,, = Lyy 


est alors facile d'obtenir 1=1,,+1,, = Mr (a? +c2)/5 et = Lx +lyy 


On en tire l'aplatissement (13-1)/1; = (a? -c?)/(2a?). Introduisons le rayon 
moyen de la Terre Rr =(4+c)/2. Au premier ordre en (4—c), on a l'aplatissement 
qui vaut (a-c)/ Rr,soit: 
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Avec la valeur de l'aplatissement trouvée dans la question précédente et le rayon 
moyen de la terre fourni en énoncé, on calcule R, — Ry = 20,7 km, à comparer à la 
valeur mesurée 22 km. L'accord est remarquable. 


2.12. VIBRATION DE FLEXION D'UNE LAME [ÉNONCÉ P. 70] 


> Le modèle discret 


L'énergie cinétique du segment i est simplement T; = + (dm) 57. Tous les segments 
sont identiques et possèdent la même masse dm = uô ; on suppose de plus que le 
segment se déplace dans le plan vertical d'une quantité q;(t) par rapport à sa posi- 
tion d'équilibre. La vitesse du segment est donc v; = 4; et l'énergie cinétique corres- 


pondante T; = Luë à. L'énergie cinétique totale demande une sommation sur tous 


les segments : 


T=juô} 4 
1 


Dans le plan vertical, le centre de courbure O; du segment i, de coordonnées (X,Z), 
est situé sur l'intersection des médiatrices de À;_1A; et A;A;,, et le rayon de cour- 
bure R; est la valeur commune R; =O;A;_3 =O;A; =O;A;,1. En écrivant ces derni- 


ères on arrive aux équations (Z-q;_; F +(X-x; +5) L R?, (Z=4:)° +(X-xY = R?, 
(Z- q:1) +(X-x;- 5)? = R? ; en multipliant par 2 la seconde et en retranchant les 
deux autres, on parvient (en négligeant les termes en re par rapport aux termes en 
qgZ) à: Zqan + qi 1 — 2q;)= 87. Comme d'autre part à est petit, on a Z& R;, d'où 
la relation cherchée : 


À: lqi-1 + Qix1 — 24il 
R; 52 


L'énergie potentielle élastique du segment ? est V; = EI / (2R?) x puisque E et 1 
sont des caractéristiques du matériau et non d'un segment particulier. En ignorant 
les effets de bord, l'énergie potentielle élastique totale s'obtient en sommant la contri- 
bution de chaque segment. En utilisant la valeur du rayon de courbure calculée dans 
la question précédente, nous parvenons au résultat : 


EI 2 
V= D (qi-1 + dix — 2qi) 
25° < 


A partir de l'énergie cinétique calculée à la question 1 et l'énergie potentielle calculée 
à la question 3, on déduit le lagrangien L=T-V, soit: 
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L=Zu5 Zi - DC 1 dix — 2q;) 


ni 


Les équations de Lagrange s'obtiennent à partir de (2.4). On fera tout de même 
attention à prendre en compte toutes les contributions pour calculer d,, L. On ne peut 


qu'encourager le lecteur à réécrire l'énergie potentielle avec un indice muet appelé j 
et utiliser la propriété d,,q; = 6; ;. Tout calcul fait, les équations de Lagrange s'écri- 


vent sous la forme : 


= ÊT 
UË; = se (2 — 4qi_1 + 6qi — Aqis1 +i12) 


> Modèle continu 
Avec la définition de nos champs continus, on voit que l'on a ÿ; = 92 p(x,,t) et, en 


utilisant l'indication donnée dans l'énoncé, (g;_> -49;_3 +6q;-4q;;1 + g;:2)/8* = 


9° 4p{x. ,f). Les équations de Lagrange s'expriment en fonction des champs comme 
x I 
10 p(x, ,t)= OC @(x; ,t). On fait l'hypothèse du continu qui réclame que cette 


équation est vraie pour toutes les valeurs de x, lorsqu'on segmente la lame en mor- 
ceaux de plus en plus petits avec les contraintes N — >, 8 0, Nô=1. En rempla- 
çant la masse linéique par sa valeur u = M /1, on arrive à l'équation aux dérivées 


partielles souhaitée : 


dg(x,t) __IEI d"q(x,t) 
ot? M  àxt 


—iot 


Cherchons une solution particulièrelé sous forme séparable @(x,t)=e"""’"wy(x), qui 


conduit à l'équation différentielle sur w(x) : 


4 2 
HUILE K#y(x) avec K*= Co 
dx* IEI 
Là encore, selon les techniques habituelles, on cherche une solution de la forme 


yo)= 
k=K,-K,iK,-iK. La solution générale cherchée prend donc la forme @(x,f) = 


, qui conduit à l'équation simple k*= K. Nous avons quatre racines 


est 4etks HAE TE AE TE Age“. Il faut maintenant tenir compte des condi- 


tions aux limites. La barre est encastrée à l'origine, ce qui se traduit par @(0,t) =0 ; 


16 La solution générale s'obtient par une transformée de Fourier. C'est une combinaison de ce 
type de solutions particulières affectées chacunes d'une distribution spectrale. 
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@’(0,t}=0 et les liens entre les constantes d'intégration : Ày + A5 + A3 + À, =0 et 
1A1 — A9 — A3 + A4 = 0. L'autre extrémité est libre : le rayon de courbure est infini, 
ce qui se traduit par @”(1,t)=0;@"(1,t)=0 et les liens : =AjeK 7. Au + Age TK! 
+ Aie =0 et — iAjeiKl + iAge KI _ Age" + AgeKl = 0. Pour que le système linéaire 
de quatre équations à quatre inconnues possède une solution non identiquement 
nulle, on doit annuler le déterminant de la matrice, soit : 


1 1 1 1 

î —i —1 
ik ik Ki K]=0 
oil ik g-Kl GK 


La condition exigée est assez pénible à mener au bout, maïs avec un peu de courage, 
on parvient au résultat désiré : 1+cos(Kl)ch(K1) = 0. Notons X = KI. Nous devons 
résoudre l'équation transcendante : 


1/4 
sa 


cos(X)ch(X)}=-1 ; x=| 5 


qui donne accès aux pulsations & de vibration de la lame. 


En fait on a une infinité de solutions X;, solutions de l'équation transcendante précé- 
dente, qui conduisent aux pulsations correspondantes : 


EI 
Xe 


Les valeurs les plus basses sont X1=1.875104, X, =4.694091, X; =7.854757, 
X4 = 10.995541, etc. et la pulsation fondamentale est : 


| EI 
© fond = 61 ME 


Pour une lame en acier d'épaisseur e =1 mm, de longueur / =10 cm, on obtient une 
fréquence de vibration f = @/(27r)=75 Hz. 


2.13. ONDES SOLITAIRES [ÉNONCÉ P. 72] 


Posons x* = ap, {= ft et définissons le nouveau champ w par @(x,f) = p(ap, Bt) = 
w(p,1). Par les règles habituelles de dérivation partielle, il est aisé de montrer que 


d2V = a°0°20 et d2V = B'0%9. Portons ces relations dans l'équation de sine- 


100 PROBLÈMES CORRIGÉS DE MÉCANIQUE 


Gordon pour trouver 9 y= po? Sin W + (BA / o1)92 6. Choisissons à présent 
pour les variables arbitraires & et B les valeurs respectives = VA /(lw), B=1/0. 
L'équation d'onde se simplifie en day da V =-sinwy, qui est bien de la forme 


demandée. Pour nous conformer à la notation de l'énoncé, renommons le champ w 
en  ; l'équation d'onde simplifiée devient : 


dort) dpt) _ 
of? ox? 


sinœ(x,t) 


2 Posons œ(x,t) sous la forme b(u) avec u =A(x- vf). On a alors d29= Nu) et 
920 = 2076" (u). L'équation d'onde s'écrit alors N2 (02 —1)@”(u)=-sin0. Pour le 


moment les paramètres À et v sont arbitraires ; imposons leur le lien suivant : 


L'équation d'onde se ramène à la forme plus simple : 
d'o(u) _ 
—— = sin (u 
DT = sinè(u) 


Les paramètres À et v devant être réels, il est nécessaire que v, qui a les dimensions 
d'une vitesse, vérifie l'inégalité v <1. 


3 Il existe une intégrale première analogue à l'énergie pour l'équation de Lagrange. 
Pour la voir, multiplions l'équation d'onde par 26° pour obtenir 2@'(” —sin o) =0 = 


d(o’? +2 cos b)/du, autrement dit o? +2cost =Cte. Pour 4 = +, nous demandons 
à avoir les conditions aux limites ®’(#)=0 et ô(1)=0 (équilibre du pendule) ; ces 
valeurs permettent de déterminer la valeur de la constante de l'intégrale première 
Cte =2 et donc celle-ci s'écrit finalement : 


es +2cos=2 
Un peu de trigonométrie élémentaire utilisant l'angle moitié ® / 2 permet de la réécrire 


6’? /4=sin?(6 / 2), soit : 


AQU) AD Eu) / 2) 
du 


4 Vérifions que la solution de l'équation différentielle non linéaire de la question précé- 
dente est d{u)}=4Arctane*!". Par dérivation on déduit 4/2 =+26*" /(1+e*2"). Notons 
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y=tan(b/4) = tan(Arctane{") = e*!, On a ainsi ®’/2=+2tan(p/4)/(1+tan?(6/4)), 
soit 4’ /2=+sin(®/2), qui est précisément l'équation que l'on cherche à résoudre. 
Avec le choix arbitraire des signes, on obtient donc les deux solutions solitaires 


suivantes : 
p,(x,t)=4Arctan eMx=ut) 


p_(x,t)=4Arctane X-0!) 


“+ Figure 2.11 


Ondes solitaires @(x,t = -5) 
à gauche et Q(x,t = 5) 
à droite, obtenues pour 
deux raideurs À différentes. 
Le soliton le plus raide (en 
pointillé) se propage plus vite 
que le moins raide (en trait 

x continu). 


SET 


QE 


—15 — 10 =5 5 10 15 


2.14. MODES DE VIBRATION D’'UNE CHAÎNE D'ATOMES [ÉNONCÉ P. 73] 


1 L'énergie d'une maille élémentaire contenant un atome léger #1” = rm et un atome 
lourd "1, s'obtient aisément à partir de la vitesse de leurs déplacements respectifs u,, 


et v, : Ty = ZLrnig + nés. Entre l'atome léger n et l'atome lourd #, l'allongement 


2 

net du ressort est v, —u, auquel il correspond une énergie potentielle Lk(v, —Uy De 
entre l'atome léger n+1 et l'atome lourd #1, l'allongement net du ressort est u,,,1 —v 
auquel il correspond une énergie potentielle Lk(u, 41 — Un je, L'énergie potentielle 
de la maille élémentaire est la somme de ces deux contributions. L'énergie ciné- 
tique totale T et l'énergie potentielle totale V s'obtiennent en sommant sur toutes 
les mailles élémentaires ; enfin le lagrangien est la différence L=T-V, soit L= 
> m(rüà + 2) - 1 3 KV — u,Ÿ LG =) . Les équations de Lagrange s'en 


n 
déduisent par la technique habituelle (2.4). Introduisons la pulsation propre des 


ressorts Q = Vk k/m ; les équations de Lagrange se mettent sous la forme : 


= Q7(v, +0, 4-20): 5, = Qu, +u,:1-20,) 
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2 Pour trouver les modes propres !7, on cherche une solution pour laquelle les atomes 
vibrent avec la même pulsation @, c'est-à-dire de la forme u, = Ajel®!, v, = Bei. 
En les introduisant dans les équations de Lagrange et en définissant la quantité 
à =? /Q°?,0n peut les écrire sous la forme : 


(2-7) ApeB, 4B,-1.5 (2- 1)B, = À, + A, 


3 Les équations précédentes constituent un système linéaire de dimension infinie ; 
il n'est pas très facile à résoudre sous cette forme. Pour aller un peu plus loin, on 
profite de l'invariance par translation qui nous suggère d'essayer une solution de 
la forme A, =Ue"®, B, = Ve". En reportant ces valeurs dans les équations de la 
question précédente, on obtient : (2-7 A)U =(1+ eV ; @-ÀA)V =(1+ ef ju. Il 
s'agit à présent encore d'un système linéaire mais de dimension deux seulement. 
Il se résout facilement, par exemple en multipliant les deux équations membres à 
membre et en simplifiant par UV. On reste avec une équation du second degré en 
À: FA —2(r+1)h + 4sin?(6 / 2)=0. Comme À s'exprime en fonction de la pulsation 
propre &, cette équation donne la relation @(). La solution la plus grande &,,4 est 
appelée pulsation optique, et la plus petite ©, la pulsation acoustique. Explicite- 
ment on obtient : 


02 L+r+ 1472 +2rcos0 


Doy (@) ce é 
1+r-V1+ r2 L2ré0s0 
(AE (@)= Q° ; 


4 Le développement limité des expressions précédentes au voisinage de 6 = 0 ne pose 
pas de problème particulier ; on aura toutefois intérêt à écrire le discriminant sous 


la forme 1+r°+2rcos6 = (1+r)? —4rsin?(® /2). Tout calcul fait, nous obtenons : 


où, (o) = o? 200 - : sn?(e/2)| 


(1+r) 


2 
Décou(®) = D? sin? (4 / 2) 


17 Là encore, la solution générale s'obtient par une superposition de modes propres et conduit 
à une série de Fourier. 


www.Ebook7/777.com 
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En reprenant Les expressions de la question précédente, il n'est pas difficile d'obtenir 
les pulsations pour = : 


2 
Da(@ =D = À; Gécou(® = 7) = 2% 


Nous avons transformé une matrice discrète, qui possède une infinité discrète de 
valeurs propres, en une infinité continue de valeurs propres de deux types, fonction 
du paramètre Ÿ. 


Au voisinage de 6=0, on a U/V =1-X/2. Pour l'onde acoustique À = 0 et U/V =1. 
Tous les atomes vibrent en phase. Pour l'onde optique À=2(1+r)/r et U/V= 
—1/r. Les atomes légers vibrent en opposition de phase avec les atomes lourds, 
avec rapport d'amplitude inversement proportionnelau rapport des masses. 


5 Pour que l'onde se propage, il faut que sa pulsation d'excitation soit égale à celle d'un 
mode propre. On doit donc avoir @ =; OU ® = @yc: En comparant cette valeur 
à la courbe de chacune des pulsations propres, on doit donc vérifier les conditions : 


0 < w? < 20? pour une onde de type acoustique 


2 2 
20 2. 20+0 
4 à 


pour une onde de type optique 


Les ondes telles que &w? > 2(1+ r}Q? /r ou celles tombant dans le “gap” 20? <w°? 
<2Q2 /r sont des ondes évanescentes. 


6 Si on impose des conditions de périodicité sur les atomes telles que un,1 = #1, 


Una = 2, alors on doit avoir la condition supplémentaire el(N+D6 L 60, ce qui 


entraîne e/N° = 1, Dans ce cas, le paramètre @ ne peut prendre que les valeurs dis- 


crètes suivantes : 


27l 
res 
N 
© () 
3 
E 
2F 
l SE | 
Figure 2.12 ee E AR 
Ne 1 ee 
Pulsations optique (en trait plein) Le Ë se 
| UE ,05E 
et acoustique (en trait pointillés) SR EE 
en fonction de la phase, obtenues 1 1 DE i i 
fonction de la phase, obtenue … 7 Gi 0 
pour un rapport de masse r = 0.3. 2 2 


Chapitre 3 


LE PRINCIPE DE HAMILTON 


de cours 


3.1. ÉNONCÉ DU PRINCIPE 


On peut énoncer les lois de la mécanique (lois de Newton ou équations de Lagrange) 
sous une forme équivalente plus concise, mais surtout de portée beaucoup plus 
générale, applicable à tous les domaines de la physique. Cette formulation a pour 
nom “principe de Hamilton” ou “principe de moindre action”. Son contenu est le 
suivant : 
Pour un système lagrangien, parmi toutes les évolutions temporelles imaginables de la 
configuration q(t) (rappelons que q(t) est une notation simplifiée pour l'ensemble des 
degrés de liberté q(t) = (at), q{t)-,Qn(t))) qui commencent et finissent de façon déter- 
minée (on parle alors de chemins), l'évolution réelle (on parle alors de trajectoire) rend 
stationnaire 1 la quantité dite action ?. 


Tout l'art du physicien consiste alors à proposer une forme pour l'action, qui rende 
compte des phénomènes physiques observés. 


3.2. LA FONCTIONNELLE ACTION 


Etant donné un chemin g(t), l'action S se calcule en intégrant par rapport au temps 
la fonction de Lagrange L. Elle est fonction d'une fonction g(f) et on dit que c'est une 
fonctionnelle. Précisément, on pose : 


1 Stationnaire veut dire qu'une variation infiniment petite du chemin, comme g{t)+Ee(t), 
n'entraîne pas de changement de la quantité action au premier ordre en €. 


2 On notera l'analogie avec le principe de Fermat ou principe du moindre chemin optique. 
Le rôle du temps est joué par l'abscisse curviligne, et le lagrangien par l'indice optique. 
De même qu'il peut exister plusieurs rayons qui joignent l'objet à son image, il peut exister 
plusieurs trajectoires à bornes fixées, comme vous pourrez le voir dans les problèmes 3.4 
et 3.5. 
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Lol 
S(a)= [L(att),a(9).t}dt (G.1) 
t 


Sa dimension est une énergie x un temps. Il existe dans la nature un quantum 
d'action (plus petite action permise) qui est la constante de Planck : ñ. A cause de 
la petitesse de cette constante, l'effet de cette quantification est sensible surtout pour 
les systèmes microscopiques. Grâce au calcul des variations, on montre que la pres- 
cription de stationnarité pour l'action à bornes fixées : 


ÔS = S(q+e)-S(q)=0+0O(e2) (3.2) 
est équivalente aux équations de Lagrange (LU, q, )) =0,;L(q, q,t). 


Ainsi, une seule condition sur la fonctionnelle action est équivalente à # conditions 
locales. 


3.3. L'ACTION ET LA THÉORIE DES CHAMPS 


Lorsque le nombre de degrés de liberté est infini, une fonction 3 continue œ(x,f) 
appelée champ, remplace le tableau infini discret formé par les g;(#) : le champ + 
qui remplace les coordonnées q représente la configuration du système au point 
repéré par la variable continue x qui remplace l'indice discret i. La fonction de 
Lagrange, qui dépend de la configuration du système, est une intégrale sur x d'une 
densité lagrangienne /{9,d,p,d,9,x,t) fonction du champ, de sa dérivée partielle 
première par rapport au temps et des dérivées partielles d'espace, éventuellement 
de x et de t. Dans ce cas, l'action est une fonctionnelle du champ, intégrale de la 
densité lagrangienne sur l'espace et sur le temps. 


HX2 
S(e) = Î Fé(g,0:1p,9,9...x, t)dxdt (3.3) 


hx 


Le traitement sur le même plan des variables de temps et d'espace fait de la théorie 
des champs une théorie de choix pour intégrer les aspects relativistes. 


Pour un système continu, on montre que la stationnarité de l'action est équivalente 
aux équations d'Euler-Lagrange pour les champs : 


dl dl PI 
—à d =0 
2p (2) (5) s® 


3 En un point donné, cela peut être la déformation transversale d'une corde vibrante ou la 


valeur du potentiel électrique... 
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3.4. QUELQUES ACTIONS À CONNAÎTRE 


Le principe de Hamilton est beaucoup plus général que l'équation de Newton car 
c'est un principe universel applicable à tous les domaines de la physique (à condition 
de connaître l'action mise en jeu), mais même dans le domaine de la mécanique car 
il permet la généralisation au cas relativiste. En effet, il existe des contraintes d'inva- 
riance sur l'action dues aux propriétés de l'espace et du temps (jusque-là admises 
parce que vérifiées expérimentalement 4) qui finalement limitent considérablement 
les formes de lagrangien possibles. II semble même que tous les lagrangiens présents 
par la nature donnent à l'action ces propriétés d'invariance. Aïnsi par ces considé- 
rations (et d'autres 5), on a pu obtenir les formes d'action dans les cas suivants : 


+ Pour une particule en régime relativiste 
(2) 
S=-me [ds (3.5) 
(1) 


où l'élément infinitésimal de distance ds est donné par ds? = D DHL Le à (£uv 


est le tenseur métrique), qui, lorsque la gravitation n'entre pas en jeu, prend la 
forme plus simple (invariante dans un changement de référentiels galiléens) : 
ds? = c?dt? - dx? - dy? - dz?. 


+ Pour une particule chargée relativiste dans un champ électromagnétique (U, A) 


() 
S(F) = [[-mcds + q,(AF,D.dF -U(F,H)dt)] 
@) 
D Hs 
= | [me Je +q(AF,9 -u6,9) |# 
@ 


(3.6) 


+ Pour un champ scalaire o(r,t) représentant une particule de masse U en présence 
d'une source P 
Ar 2 CT n\2 2:52 
= [ [6/07 -(Vo -1?6?)-peldrat (3.7) 
(1) 


4 Invariance par translation/réflexion d'espace et de temps, isotropie dans les rotations et 
covariance relativiste. 


5 Principe de superposition, pour lequel les résultats sont obtenus avec la même élégance ! 


6 Une valeur en chaque point de l'espace-temps identique pour chaque observateur. Un 
exemple de champ scalaire est le champ responsable de l'interaction nucléaire (le pion 
remplace le photon). 
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+ Pour le champ éléctromagnétique? (U, A) en présence d'une densité de charge p et de 
courant j 


s(A)= [Le(E CB) pu + jA]dFdt (3.8) 
1 


avec FLN 5 À et B=VAA. 


3.5. LE CALCUL DES VARIATIONS 


Généralisons un peu le principe de Hamilton, qui est essentiellement d'essence phy- 
sique, à un cadre plus mathématique. La trajectoire g(f) qui rend stationnaire à 
(2) 
bornes fixées une fonctionnelle de la forme $(q) = Î L(q,q,t)df satisfait l'équation 
() 
d ; 
différentielle — (aL(a.à,t) —0,L(q,4;t) =0. Ce résultat est la conséquence d'une 


démonstration mathématique tout à fait générale ; L(q,4,t) n'a pas de raison d'être 
un lagrangien, ni g(f) une coordonnnée généralisée, ni { un temps. 


Par exemple S(q) peut être la longueur /(y) d'une courbe y(x), auquel cas L(q,4,t}dt 


est l'élément différentiel de longueur : A dx? + dy? = V1 + y'?dx et t l'abcisse x. Ainsi 
le chemin le plus court y(x) entre deux points fixés satisfait l'équation 8 : 


d 5. , 
(ay Vi ? )-av 14 220 


Cette théorie mathématique, qui a pour but la recherche d'un extremum d'une fonc- 
tionnelle, s'appelle le calcul des variations. Elle est due au mathématicien suisse 
EULER, à la fin du XVII siècle. 


Mais on peut rencontrer des situations où les fonctions à minimiser doivent obéir en 
plus à des contraintes. Il en existe essentiellement deux types : de type intégral et de 
type holonôme. 


> Contrainte de type intégral 


Exemple - Quelle est, dans un plan, le tracé fermé de longueur donnée qui enserre la 
plus grande aire ? La quantité sur laquelle on recherche un extremum est la surface 
enserrée par la courbe fermée ; la contrainte est que la longueur de cette courbe 


7 Quatre quantités en un point donné : le potentiel scalaire U = A0 / c et le potentiel vec- 
teur À, qui se transforment, pour un changement d'observateur, comme un quadrivec- 
teur AB. 


8 Qui évidemment donne y” = Cte, la droite. 
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possède une valeur fixée. Or l'expression de la longueur est une intégrale sur la lon- 
gueur élémentaire, d'où le nom de contrainte de type intégral. 


De façon tout à fait générale, on peut démontrer la propriété suivante : 


(2) (2) 

La stationnarité de ÎL(q,,#)dt avec une contrainte de type intégral Cte = Jc(g,,t)dt 
(1) (2) 

revient à rendre stationnaire la fonctionnelle suivante : 


(2) 
ST ReC.4,0 4 (3.9) 
1 


La fonction g\(#), trouvée par les équations de Lagrange correspondantes, dépend 

de À (multiplicateur de Lagrange). Ce multiplicateur est déterminé en retour par la 
(2) 

contrainte Cte = fetqndut)dt. 


(1) 


> Contrainte de type holonôme 


On peut imaginer un autre type de contrainte. Soit par exemple la recherche d'une 
géodésique sur une surface d'équation paramétrique (de paramètre t) o(x(t), y(t), 
z(t)) =0. C'est une contrainte de type holonôme ; les trois fonctions x,y,z ne 
sont pas indépendantes et, en théorie, on pourrait extraire z(x,y) de l'équation de 
contrainte et se limiter à la recherche de l'extremum sur deux fonctions indépen- 
dantes x,y. 


En fait, il est souvent plus élégant d'utiliser la propriété suivante de la méthode des 
variations avec contrainte holonôme : 


(2) 

La stationnarité de JL(a, g,t)dt avec une contrainte de type holonôme 4(q,t) = 0 consiste 
(D) 

à rendre stationnaire la fonctionnelle : 


(2) 
A (3.10) 
1 


La solution est fonction du multiplicateur de Lagrange À(f) qui, en retour, est déter- 
miné, pour chaque valeur de la variable d'intégration noté f, par l'équation de la 
contrainte. 
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3.1. FORCE DE LORENTZ [SOLUTION P. 122] CL 
Application directe du principe de Hamilton. 


Vérifier que les équations de Lagrange résultant du lagrangien suivant : 


L,5,0 =-me V1 2 Je + a(AG,DF-U(,1) 


conduisent aux équations du mouvement d'une particule relativiste, de masse m,de 
charge q, dans un champ électromagnétique, décrit par les potentiels scalaire U et 
vecteur À. 

Calculer l'énergie du système E = F -d:L-L. Montrer qu’en général elle n’est pas 


constante. 


3.2. PARTICULE RELATIVISTE DANS UN CHAMP DE FORCE CENTRAL 
[SOLUTION P. 123] CEE 


Exemple d'un lagrangien relativiste. 
> Cas A - particule relativiste dans un champ électrostatique 
On part de l’action S = J(-me 11 (NE ver) Jar , où B?= F2 / c? est le traditionnel 


facteur relativiste. 


Par un raisonnement basé sur l'invariance par rotation, montrer que le mouvement 
est plan. On pourra par exemple se placer en coordonnées sphériques et utiliser le 
fait que la coordonnée & est cyclique. 

Puisque le mouvement est plan, il est licite d'utiliser le système de coordonnées 
polaires (p,6). Donner la constante du mouvement ©& associée à la coordonnée 
cyclique 4. On l’appellera moment angulaire. 

On se limite désormais à la détermination de la trajectoire (sinon le problème est 
plus complexe). On cherche donc à remplacer les dérivées par rapport au temps 
par la dérivée par rapport à l'angle polaire 6. On notera en particulier p”= dp / do. 
Exprimer la vitesse angulaire en fonction de © et p, et aussi p? (on prendra tout 


de même garde que B est une fonction de p, p’ et 6). Calculer v? et en déduire 


l'expression du facteur cinématique y = (1- HS HE à. 


Exprimer l'intégrale première, que l’on appellera énergie E, associée à l'invariance 
par translation du temps. 

On introduit la variable #(d) =1/ p(). À partir de l'énergie et de l'expression de y 
donnée en question 3, donner l'équation différentielle du premier ordre satisfaite 


par u(®). 
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Par dérivation de celle-ci par rapport à 6, déduire l'équation différentielle du second 
ordre (parfois plus simple à traiter), satisfaite par u(d). Comparer à l'équation de 
Binet (2.10). 


> Cas B — particule relativiste dans un champ scalaire 


On part à présent de l'action S = fm? — v(n}\1-R? dt. 


Reprendre toutes les questions du cas À précédent. 


3.3. PRINCIPE DE MOINDRE ACTION ? [SOLUTION P. 125] CLR 
Pourquoi parler de moindre action alors que le principe de Hamilton parle d'action 
stationnaire ? 


Dans de nombreux ouvrages on parle du principe de moindre action plutôt que du 
principe de Hamilton. Dans ce problème nous allons comprendre que si les deux 
extrémités de la trajectoire sont assez proches (le problème va préciser cette notion), 
l'action qui est stationnaire (Hamilton) possède un minimum (moindre action). 


Soit une particule de masse m1, repérée par sa coordonnée q et soumise à une force 
dérivant d'un potentiel V(q). Partons du lagrangien L(q,4)= LE — V(q). Imaginons 
un chemin gq(f)=gq(#}+e(f) proche de la trajectoire 4(t). Montrer que la variation de 
l’action au second ordre entre le temps {= 0 et le temps arbitraire T peut s’écrire : 


T 
s=1] [me(e)? (2 V"(G(b)ldt 
0 


On peut toujours s'arranger pour choisir un temps T suffisamment petit tel que V”(q) 
garde un signe constant. 


Si, sur tout l'intervalle, V”(q) est toujours négatif ou nul (cas du champ de pesanteur), 
alors il est clair,puisque 52S>0, que nous avons un minimum pour l'action. 


Dans l’autre cas, plus ennuyeux, on peut minorer l'intégrale concernant le potentiel 


T 
par Viax Jet) dt,où VAx est le maximum de la dérivée seconde le long de la tra- 
0 


jectoire. La fonction e(f) peut être définie à une constante multiplicative près, sans 
changer le sens des inégalités. On profite de cet arbitraire pour fixer une valeur à 


T 
l'intégrale Jeu) dt. 


0 
T 
Montrer par la méthode des variations, avec la contrainte feu» dt fixée, que la 
0 


variation qui satisfait les conditions aux bords et qui minimise l'intégrale d'énergie 
cinétique est donnée par £(f) = vsin(nt /T). 


En déduire que, si l'intervalle de temps est assez petit : T2 < mn? / Vhax, On à affaire 


max 
à un minimum. 
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3.4. ACTION MINIMUM OU MAXIMUM ? [SOLUTION ET FIGURE P. 127] CL 
Une action stationnaire peut être parfois un maximum. 


On parle habituellement du principe de moindre action. Le terme approprié serait 
plutôt celui d’action stationnaire. Dans ce problème nous allons voir que les équa- 
tions de Lagrange conduisent, selon le type de variation, soit à des minima soit à 
des maxima de l’action. 


Prenons par exemple le cas de l’oscillateur harmonique à une dimension et, pour 
simplifier les notations (le prix à payer est de ne pouvoir utiliser facilement l'analyse 


dimensionnelle), écrivons la fonction de Lagrange L(q,4)= (4 - g): 


Ecrire et résoudre l'équation de Lagrange donnant la trajectoire 4(t). 

Imaginons un chemin 4(f) voisin de la trajectoire : g(t) = q(t)+e(t),telque e(0) = e(T) 
=0. 

Montrer que la variation au second ordre de l’action entre le temps 0 et un temps 
quelconque T est : 


T 
52e) = [(é(#)? ets) }at 
0 


Prenons le cas d’une fonction variation très simple £(f) = sin(nt / T}, satisfaisant les 
conditions aux limites. Montrer que, si T supérieur à une valeur que l'on détermi- 
nera, la variation de l’action est négative et l’action présente un maximum. 

Choisissons une trajectoire passant par le point g) au temps {=0 et par le point q. 
au temps f. Montrer que si f, £ nn (n entier), il existe une et une seule trajectoire 


satisfaisant ces conditions. Montrer que si 4 =nx et q1 # (-1)"qo il n'existe pas de 
trajectoire possible, et que si g1 =(-1) "40 il en existe une infinité. Vérifier que dans 


ce dernier cas 825(e) = 0, pour la fonction £(f) précédente et pour #=1. On appelle 
4 le point conjugué de qo. 


3.5. N’'EXISTE-T-IL QU'UNE SEULE SOLUTION 
QUI RENDE STATIONNAIRE L'ACTION ? [SOLUTION ET FIGURE P. 128] MM 


Par deux points il peut passer plusieurs trajectoires. 


Combien existe-t-il de fonctions (trajectoires) à extrémités fixes qui rendent station- 
naïire l’action ? 


Prenons une particule libre dans un espace infini homogène. On sait qu'il n’y a 
qu'une solution, la ligne droite parcourue de façon uniforme. Il y a cependant des 
situations plus amusantes. Considérons par exemple une particule de masse #1 dans 
un espace à une dimension, repérée par sa coordonnée q, soumise à aucune force 
dans le domaine [0,L] et à des forces harmoniques en dehors de cet intervalle : 
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Log? si q <0 
V(q)= 0s0<q<£L 


Lmo?(q-Lÿ sig>L 


On désigne par T = 27 / & la période du mouvement dans le potentiel harmonique. 


Montrer que, si > —-t >T/2,il y a au moins trois trajectoires g(f) partant dans le 
domaine [0, L] de la position g1 au temps f1, finissant dans le même domaine en 4 
à f, et qui rendent stationnaire l’action. 

Indication — I] y a le mouvement uniforme, et deux trajectoires avec “rebond” contre 
les potentiels de droite et de gauche. 

Pour de plus grands écarts en temps, on peut avoir d’autres solutions avec plusieurs 
rebonds. 

Donner l'expression de l’action pour ces trois trajectoires. On utilisera la propriété 
suivante : pour l’oscillateur harmonique, les valeurs moyennes dans le temps de 
l'énergie cinétique et du potentiel sont égales. C’est une application du théorème du 
viriel. 

Une des trajectoires rend l’action minimale. Que peut-on dire des deux autres ? Pour 
étudier ce point, imaginons une variation d’une trajectoire avec rebond. Pour facili- 
ter les choses prenons un autre chemin voisin, de même forme, mais qui correspond 
à une période T. plus petite. 

Montrer que la seconde variation de l’action est négative. Pourtant ce n’est ni un 
minimum, ni un maximum car, si on prend la solution qui correspond à une période 
plus grande, l’action augmente. On dit que la trajectoire correspond à un point selle 
de l’action. 


3.6. PRINCIPE DE MAUPERTUIS [SOLUTION P. 130] CE 


Un principe un peu moins général que le principe de Hamilton permet d'avoir accès 
directement à la trajectoire. 


On verra au chapitre 5 que la trajectoire d'une particule de masse » dans un 
champ de forces conservatif rend extrémale l'“action réduite” définie par S(q) = 
@) 
l ds \2m(E —V(q)) où ds est l'élément de longueur sur la trajectoire. Remarquer l’ana- 
(1) 

logie avec le principe de Fermat. Il permet d'obtenir la forme de la trajectoire sans 
s'embarrasser de la gestion de la loi horaire, ce qui, dans certains cas, est amplement 


suffisant. 

Utilisons le calcul des variations sur cette action réduite pour déterminer l'équation 
de la trajectoire dans un plan pour deux cas particuliers : 

> Premier cas - champ de pesanteur 


Le potentiel utilisé V(z) = #gz est celui d’un champ de pesanteur uniforme g le 
long de la verticale Oz. On cherchera la solution dans un plan vertical xOz sous 
la forme x(z)}. L'action réduite est dans ce cas une fonctionnelle S(x). 
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Montrer que la variable x est cyclique et qu'il existe une intégrale première du 
mouvement. 
En intégrant l'équation précédente, montrer que la trajectoire est une parabole. 


> Deuxième cas - champ central 


Le potentiel utilisé est central. On sait que le mouvement est plan. Dans ce plan, on 
utilisera les coordonnées polaires (p,6). 


On étudie d'abord la trajectoire sous la forme (p). L'action réduite est une fonction- 
nelle Sp(b). Montrer que la variable 6 est cyclique et qu’il existe une intégrale pre- 
mière que l’on identifiera au moment angulaire 6. En déduire une expression inté- 
grale pour la trajectoire ®(p). 

On étudie à présent la trajectoire sous la forme p(6). L'action réduite est une fonction- 
nelle Sy(p). Montrer qu'il existe aussi une intégrale première que l'on peut identifier 
également à © (plus exactement son opposé). Pour simplifier cette expression, on 
fera le changement de fonction u()=1/p(#). Après dérivation on obtient une 
équation différentielle du second ordre en #, appelée équation de Binet. Donner 
l'expression de celle-ci et vérifier sur l'expression (2.10). 


3.7. PRINCIPE DE FERMAT [SOLUTION ET FIGURE P. 132] == 
Application du principe de Hamilton à un domaine autre que la mécanique. 


Le principe de Fermat stipule que les “rayons lumineux” rendent stationnaire le 
chemin optique fnds, où n est l'indice de réfraction et ds l'élément différentiel de 


longueur. Il fut énoncé très tôt par FERMAT au XVII siècle, mais c'est évidemment 
bien plus tard qu'on a compris qu'on pouvait le rattacher aux problèmes de type 
“moindre action”. On va utiliser ici ce que l’on a appris sur la méthode des vari- 
ations pour trouver l’équation des rayons dans un espace à deux dimensions (x,2), 
pour lequel l'indice de réfraction de la lumière #(z) ne dépend que de la coordon- 
née Z. 


Pour chercher le minimum du chemin optique (principe de Fermat), on va considérer 
deux méthodes : 


Ecrire l'expression du chemin optique comme une intégrale sur le paramètre z. Utili- 
ser les équations de Lagrange pour déterminer la courbe x(z). Remarquer qu'il existe 
une intégrale première. Interpréter la relation obtenue dans le cadre de l'optique 
géométrique. 

Ecrire le chemin optique comme une intégrale sur le paramètre x. Utiliser les équa- 
tions de Lagrange pour déterminer la courbe (x). Remarquer qu'il existe la même 
intégrale première. 

Trouver la trajectoire lumineuse pour une variation linéaire de l'indice n(2) = #9 + Àz. 
On cherchera la solution pour les conditions initiales z(0) = 0 ; z’(0) = 0. 

Donner une explication possible des “mirages” observés dans les déserts. 
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On peut faire une analogie complète de l’étude précédente avec la propagation 
d'une onde sonore : normalement, la température baisse avec l'altitude, ainsi que la 
vitesse du son. Quelle conclusion en tirez-vous sur la propagation des bruits ? 


3.8. LA STRATÉGIE DU SKIEUR [SOLUTION ET FIGURES P. 134] sun 
Un problème classique d'application du calcul des variations. 


Sur un plan incliné enneigé de pente uniforme, d'angle & par rapport à l'horizontale, 
dans le champ vertical de pesanteur constant $, un skieur de masse #1 part avec 
une vitesse nulle d’une porte O, et souhaite se rendre dans le temps minimum à la 
porte À en contrebas. La trajectoire optimale (la plus rapide) n’est pas forcément la 
ligne droite OA. Expliquer pourquoi en ne supposant aucune dissipation (frottement 
avec la neige et l'air), ce qui est physiquement très loin de la réalité. 


On prendra dans le plan un référentiel d’origine O, d’axe Ox horizontal et d’axe Oy 
la ligne de plus grande pente orientée vers le bas. L'origine de l'énergie potentielle 
de pesanteur sera choisie en O. 


Exprimer l'énergie mécanique du skieur à un instant donné. Quelle est sa valeur ? 
Exprimer l'intervalle de temps df entre deux positions (x,y) et (x+4x,y+4dy) du 
skieur. 

En déduire le temps mis par le skieur pour se rendre de O à À. On exprimera celui- 
ci comme une fonctionnelle T(x) où x(y) représente la trajectoire du skieur. La tra- 
jectoire optimale minimise ce temps. 

Montrer que la coordonnée x est cyclique et en déduire une intégrale première. 
Obtenir l'équation de la trajectoire idéale sous forme paramétrique x(8), (8) où le 
paramètre 8 est un angle. On aura intérêt à faire un changement de variable tel que 
y soit proportionnel à sin? 6. 

Question plus délicate : doit-on envisager des trajectoires qui passent plus bas que 
le point d'arrivée ? Comparer les temps de parcours de la trajectoire idéale, la tra- 
jectoire rectiligne et une descente selon la plus grande pente suivie d'un segment 
horizontal. 


3.9. MOUVEMENT LIBRE SUR UN ELLIPSOÏDE [SOLUTION P. 137] =… 
Calcul de variations avec une contrainte holonôme. 
Une particule, de masse 77, est libre de se déplacer sur l’ellipsoïde d’équation : 
(x / a) +(y/b}? +(z/c)? =1 
On veut déterminer la force de liaison qui maintient la particule sur cette surface. 


Remarquons tout d'abord que le nombre de degrés de liberté est 2 et, si on conserve 
comme coordonnées généralisées les coordonnées cartésiennes (x,7,z), on doit 
prendre en compte la liaison. 


116 PROBLÈMES CORRIGÉS DE MÉCANIQUE 


Ecrire le principe de Hamilton correspondant à cette contrainte holonôme. En déduire 
les équations de Lagrange. 

Vérifier que la force est normale à la surface. 

Vérifier la conservation de l'énergie (cinétique en l'occurrence). 

Donner l'expression de l'intensité de la force de liaison R en fonction des coordon- 
nées et des vitesses en éliminant les accélérations. Vérifier votre résultat pour une 
sphère. 

Le cas du mouvement sur un ellipsoïde est “intégrable” c'est-à-dire, comme nous 
le verrons au chapitre 6, qu'il y a autant de constantes du mouvement que de degrés 
de liberté. 

Vérifier que à? + (x — y)? / (a? = b?)+(x5- 12)? / (a? =); comme ses permuta- 
tions circulaires, est une constante dans le temps. 


3.10. AIRE MINIMUM À VOLUME FIXÉ [SOLUTION P. 138] su 
Calcul de variation avec une contrainte intégrale. 


À volume égal, de la poire, de la pomme ou de l'orange, quel est le fruit qui a le 
moins de peau ? 


On considère un solide de révolution avec l'axe OZ comme axe de symétrie. Ce 
solide est décrit par la fonction r(z) — distance à l’axe en fonction de l'altitude — 
entre les altitudes 0 et H. On suppose un solide “sans circonvolution”, c'est-à-dire 
que la fonction r(z) est univoque (à chaque altitude z correspond une seule valeur 
de r). De plus l’axe OZ passe à l’intérieur du solide, et le point le plus bas et le point 
le plus haut appartiennent à l’axe de symétrie ; en conséquence r(0) = 0 = r(h). Dans 
ces conditions, on recherche le solide qui possède la surface minimum pour un 
volume imposé. 


Figure 3.1 


Aire et volume d'un solide de révolution. 
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En découpant le solide en tranches d'épaisseur dz, donner les fonctionnelles 
Volume : V(r)et Aire: Ar). 

Ecrire la fonctionnelle à rendre extremum en introduisant le multiplicateur de 
Lagrange À. 

Plutôt que de résoudre l'équation différentielle résultant de l'équation d’Euler- 
Lagrange, on remarquera qu'il existe une intégrale première correspondant à la 
translation le long de l’axe Oz(l’équivalent du temps en mécanique). Déterminer 
cette constante en se plaçant à z=0. Donner l'équation différentielle du premier 
ordre correspondante. 

Exprimer r” = dr / dz en fonction de r. Intégrer cette équation (on pourra par exemple 
introduire r? comme variable auxiliaire). En déduire que la forme cherchée est une 
sphère. Quelle est l'interprétation du multiplicateur de Lagrange ? 

A partir de l'étude précédente, résoudre de façon très simple le problème inverse: 
quelle est la forme du solide ayant le volume maximum pour une aire donnée ? 


3.11. FORME DES FILMS DE SAVON [SOLUTION ET FIGURES P. 140] EuE 
Le principe de Hamilton dans sa bulle ! 


Quelle est la physique sous-jacente à la forme de la surface d’un film de savon qui 
s'appuie sur une ou plusieurs courbes fermées ? C'est celle des forces de tension 
superficielle qui font en sorte de réduire l'aire de la surface. Ainsi, pour déterminer 
la forme de la surface d’aire minimum qui s'appuie sur une courbe donnée, point 
n’est besoin de codes numériques ultra-performants : il suffit de tremper une tige 
de fer possédant la forme de cette courbe dans une solution détergente et de regar- 
der le film savonneux résultant. Sa forme vous donne la réponse ! 


On trouvera un grand plaisir à lire sur ce sujet le livre suivant : 
Mathématiques et formes optimales : l'explication des structures naturelles, S. HILDEBRANDT 
& A. TROMBA, Pour la Science, Belin, 1986. 


Dans ce problème, nous cherchons l'équation de la surface du film s'appuyant sur 
deux cerceaux de même axe, en faisant l'hypothèse naturelle que cette surface 
possède une symétrie de révolution. Chercher une solution possédant la symétrie 
du problème est connu en physique sous le nom de principe de Curie. 


Figure 3.2 


Forme d'un film de savon 
entre deux cerceaux. 
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On pourra prendre l'axe OZ comme axe de révolution et définir la surface par r(z) 
donnant son rayon à l'altitude z. Les deux cerceaux sont situés aux altitudes z, et 
z,. Ecrire l'expression intégrale de l'aire, fonctionnelle de la courbe r(z). 

Pour obtenir un extremum de cette aire, il faudrait écrire puis résoudre l'équation 
différentielle du deuxième ordre de Lagrange. On peut néanmoins aller plus vite. 
Trouvez une intégrale première, autrement dit une quantité, fonction de r(z) et 
r'(z) = dr / dz, qui ne dépende pas de z. 

Vérifier que la solution de l'équation différentielle du premier ordre précédente est 
de la forme (2) = pch((z-h)/p). Tracer schématiquement cette fonction et interpré- 
ter les quantités constantes h et p. 

Pour être simple, prenons deux cerceaux identiques de rayon K, en z,=-H et 
zs = H. Donner la relation qui permet de déterminer la constante p en fonction 
de R et H. 

Trouver une inégalité sur R/ H pour qu’il y ait au moins une solution au problème 
physique. 

Si cette inégalité est satisfaite, il existe deux solutions mathématiques mais une seule 
physique. Expliquer pourquoi. Que se passe-t-il si on éloigne les deux cerceaux 
jusqu’à la limite de l'inégalité ? Discuter ce qui se passe ensuite. 

Indication — Tracer, en fonction de x = H /p,le cosinus hyperbolique chx et la droite 
Rx/H. 

Comment feriez-vous pour déterminer la force qui maintient la cohésion du film en 
fonction de la distance 2H entre les cerceaux ? Se souvenir que l'énergie potentielle 
de capillarité est proportionnelle à la surface et que la force est le gradient de l'éner- 
gie potentielle. 

Le résultat est simple mais a posteriori ! 


Indication — Trouvez l'expression de la surface À = 2rH?{(chxshx) / x? +1/x) et 


dérivez-la par rapport à H. 


3.12. LOI DE LAPLACE SUR LA TENSION SUPERFICIELLE 
[SOLUTION P. 144] CEE 


Le principe de Hamilton appliqué à l'hydrostatique. 


Figure 3.3 


Chenal contenant 

un liquide incompressible. 
Dans une tranche 

de liquide, on définit 

un système d'axes XxOZ. 
La forme du ménisque est 
donnée par la courbe z(x). 


n 
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Considérons un liquide incompressible (masse volumique p) reposant, sous l'effet 
d'un champ de pesanteur constant g vertical vers le bas, dans un chenal parallélé- 
pipédique infiniment long d’axe y’y horizontal (pour annuler les effets de bords 
dans cette direction). Soit O une origine arbitraire sur y’y, et soit Ox un axe hori- 
zontal perpendiculaire à Or ; la verticale ascendante est nommée OZ. Le plan xOz 
est donc un plan de coupe et la forme de la surface libre est une courbe z(x). Celle- 
ci est déterminée, de façon statique, en minimisant l'énergie potentielle de gravité 
et l'énergie de surface TS. La tension superficielle du liquide en contact avec l'air 
est 1, supposée constante, et S est l’aire de l'interface air-liquide. À cause de 
l'invariance par translation dans la direction y'y, nous pouvons raisonner sur une 
tranche d'épaisseur unité dans cette direction. Les bords du chenal sont choisis aux 
abscisses x =0 et x=/. 


On suppose les points de mouillage fixes z(0) = h = (1). Nous cherchons donc à 
minimiser l'énergie potentielle totale avec des bornes fixes. Nous avons, en outre, 
la contrainte d’un volume constant. 


Donner l'expression de la fonctionnelle de l'énergie potentielle totale V(z). 
Exprimer de la même façon la fonctionnelle volume V(z). 

Donner l'équation d'Euler-Lagrange contrainte par le volume qui permet de détermi- 
ner la courbe z(x). Il est agréable d'introduire le rayon de courbure R(x) en chaque 
point. 


3.13. CHAÎNE DE PENDULES [SOLUTION P. 145] un 
Principe de Hamilton pour un système continu. 


On considère une chaîne de N pendules identiques de longueur !, de masse "1, 
suspendus à un axe horizontal et séparés chacun par une distance ô. En plus de la 
gravité, les pendules sont soumis à une force de type harmonique entre proches voi- 
sins Li sp), où g; est l'angle par rapport à la verticale du pendule n°f et k 
une constante caractéristique du système qui tient compte des effets de rappel. 


Ecrire le lagrangien du système. 

Par passage au continu du lagrangien correspondant, calculer la densité lagrangi- 
enne du système en supposant k82 / m =} une constante. 

En appliquant l'équation d’'Euler-Lagrange à ce système, retrouver l'équation d'onde 
signalée dans le problème 2.13. Remarquons qu'elle n’est linéaire que pour des petits 
mouvements. 


3.14. ÉQUATION D'ONDE POUR LA LAME FLEXIBLE [SOLUTION P. 146] CE] 
Principe de Hamilton pour un système continu. 


On reprend le problème 2.12 d'une lame en métal, de masse linéique pH, possédant 
des modes de vibration dans un plan. On supposera encore de faibles flexions. 
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Par un passage au continu, donner l'expression de la densité lagrangienne du système. 
En utilisant les équations d’Euler-Lagrange, retrouver l'équation d'onde proposée 
dans le problème 2.12. 


3.15. PRÉCESSION DE L'ORBITE DE MERCURE [SOLUTION P. 147] sun 
Le principe de Hamilton s'applique même dans le cadre de la relativité générale. 


Dans la théorie classique de Newton, la trajectoire d’une planète de masse "#1 
soumise à l'attraction unique du Soleil de masse M est une ellipse de demi-grand 
axe 4, d’excentricité e, possédant le Soleil pour foyer. En réalité, par suite de 
diverses perturbations, dont l'influence des autres planètes, la trajectoire réelle n’est 
plus fermée ; les axes de symétrie de cette ellipse tournent très légèrement entre 
deux révolutions. On appelle ce phénomène l’avance du périhélie. Celui concernant 
la planète Mercure est le plus marqué. Malgré tous les raffinements imaginés dans 
le cadre de la mécanique céleste au cours du XIX° siècle, il subsistait toujours un 
désaccord entre la valeur prédite et la valeur mesurée. L'explication de ce désaccord 
par la théorie de la relativité générale due à EINSTEIN fut l’un de ses plus grands 
succès. Le but de ce problème est de présenter une façon d'aborder ce désaccord. 
Prendre en compte les effets relativistes pour la mécanique céleste n’a de sens qu’en 
relativité générale. Ne baissez pas les bras devant ces mots effrayants ; osez lire la 
suite, vous verrez que c'est à votre portée. 


L'action possède la forme relativiste habituelle S = mc | ds avec, de façon générale, 
l'élément de longueur différentiel ds, donné par une métrique g,,(x) (h,v=0,1,2,3) 
dans le jeu de coordonnées du quadrivecteur position x =(xo =ct, =X,X =1y,X3 =2): 
ds? = D guv(x)dx, ax,. L’attraction gravitationnelle par un corps de masse M à 
u,V 
symétrie centrale ? se manifeste par une métrique, appelée métrique de Schwarzschild 
qui, en coordonnées sphériques, s'écrit: ds? =e(r)c?dt? 7? (40? +sin? Edo?) dr? /e(r) 
2GM _ 1-70 
= 
CF F 


avec e(r)=1 où G est la constante de gravitation universelle, € la 


vitesse de la lumière et # = 2GM / c? le rayon de Schwarzschild du Soleil. 


Comme pour n'importe quelle interaction centrale, la trajectoire se trouve dans un 
plan, qu'on choisira équatorial (6 = x /2). 


Ecrire l’action comme une intégrale sur le temps eten déduire la fonction de Lagrange. 
La variable est cyclique ; en déduire l'intégrale première associée qu’on appellera 
le moment angulaire 6. 

En déduire l'expression de la vitesse angulaire en fonction du rayon et de sa dérivée 
par rapport à l'angle = dr / dÿ. 


9  LANDAU, Théorie classique des champs ou S. WEINBERG, Gravitation and Cosmology. 
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On se limite simplement à l'étude de la trajectoire. Pour cela on utilisera la constante 
du mouvement associée à l’invariance par translation du temps, l'énergie E. 


Donner son expression. 

Utiliser le résultat de la question précédente pour obtenir une équation différentielle 
pour la trajectoire. Faire le changement de fonction habituel 4 = 1/7 et donner l’équa- 
tion différentielle concernant cette fonction. 

En dérivant cette équation par rapport à ®, obtenir une équation différentielle du 
deuxième ordre pour la variable u. 

Chercher l'inverse des rayons # =1/ R° pour des orbites circulaires. 

On pose v=u-u.. Résoudre l'équation différentielle en supposant v petit (linéari- 
sation de l'équation du mouvement). Montrer qu'une des solutions est stable. Sa 
trajectoire est approximativement une ellipse. Calculer le décalage en angle entre 
chaque périhélie pour la planète dans son mouvement autour du soleil. Donner 
une estimation de ce décalage pour la planète Mercure (on rappelle le lien entre le 
moment angulaire et les caractéristiques de l'orbite 6? /(GMm?)=a(1-e?)). La 
valeur mesurée est 572" par siècle, dont 42,6" restait inexpliqué par la mécanique 
classique. Qu'en est-il de cette avance au périhélie pour la Terre (dans ce cas la diffé- 
rence inexpliquée était 4,6" par siècle) ? Conclusion. 


On prendra les valeurs : 


G (constante de gravitation) = 6,673 x 10711 MKSA 
M (masse du soleil) = 1,989 x 1050 kg 

c (vitesse de la lumière) = 2,998 x 108 m/s 

a (Mercure) = 57,9 x 106 km 

e (Mercure) = 0,2056 

T (Mercure) = 87,969 jours 

a (Terre) = 149,6 x 106 km 

e (Terre) = 0,0167 

T' (Terre) = 365,25 jours 
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Problèmes : solutions 


3.1. FORCE DE LORENTZ IÉNONCÉ P. 110] 

Les équations de Lagrange s'écrivent de façon générale : d(d:L)/ dt =0;L. Avec le 
lagrangien proposé : d:L = YF + qeÀ où y = (1 See) 2j" est le facteur relativiste 
usuel. Introduisons la quantité de mouvement relativiste de la particule 7 = y ; il 
vient alors d:L =1+4q,A. En prenant la dérivée totale par rapport au temps de cette 
expression, on parvient à d(0:L)/dt= dr /dt+ AU + 0, À + ÿd,,À + 5. À| et, de 
plus, d,L=q,[xd; A; +ÿ9;A, +30:A. VU] 


Les équations de Lagrange impliquent : 


di / dt = ae[-VU -2,À+à(0,4,-9,Â)+5(0:4,-0,À)+2(0,4, -.À)| 


Dans le membre de droite on reconnaît le champ électrique E = -VU - 9,A. Exami- 
nons le terme 9;A, — d,À qui possède trois composantes. La composante selon x 


vaut d,A,-0,A, =0 ; la composante suivant y vaut d,A,-9,A, = -(v 1 À) > 


Z 


—B, et celle selon z vaut 9,4, -0,A,= (v A À) = B,. On obtient les composantes 
y | 


de 9;A, à, À et d;A,—-0,À par permutation circulaire. 


Ainsi dn, / dt = e[Ex + ÿB, — iB, | = qe[E +5 A 6] et deux expressions analogues 


pour les composantes selon y et z. De façon vectorielle : 
di / dt =q,[Ë+6 18] 


qui n'est rien d'autre que l'équation du mouvement d'une particule chargée soumise 
à une force de Lorentz. 


Selon la formule générale l'énergie E (à ne pas confondre avec le champ électrique) 
s'exprime comme E=F0;L-L. Avec la relation d:L=1+q,A déjà démontrée, on 


obtient E = ynr? + GA: F+mc? /y- qÀ F4 qeU , qui se simplifie en : 
E(F,F,t) = yme? + qU(F,f) 


On reconnaît la contribution de l'énergie relativiste de la particule et de l'énergie 
électrique. Le champ magnétique ne contribue pas à l'énergie puisque la force de 
Lorentz, toujours perpendiculaire à la vitesse, n'effectue aucun travail. Pour un 
potentiel scalaire dépendant explicitement du temps, on voit que l'énergie dépend 
également du temps et n'est donc pas une constante du mouvement. 
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3.2. PARTICULE RELATIVISTE DANS UN CHAMP DE FORCE CENTRAL 
[ÉNONCÉ P. 110] 


> Cas d'une particule dans un champ électromagnétique 

Utilisons les coordonnées sphériques pour écrire le lagrangien L(r,6,6, r,8,6) = 
— mc? 1-82 — V(r} où p? =r2/c2- (2? + r202 + r? sin? 84?) /c2.0On remarque que 
la coordonnée $ est cyclique, et donc qu'il existe une intégrale première py = d éL L 
mr? sin? 60 / V1 _ B? = ymr? sin? 86 = Cte.Il n'est pas difficile de vérifier que p, est 
la composante selon z du moment angulaire de la particule: p4 =6,,où G=rAT 


et t ="ynv. L'axe Oz ayant été choisi de façon arbitraire, on peut faire le même rai- 


sonnement en choisissant deux autres axes orthogonaux mutuellement pour aboutir 
à 6, =Cte=6,, c'est-à-dire au bout du compte à G = Cfe. Le vecteur moment angu- 


laire étant constant, il en est de même du plan qui lui est perpendiculaire et qui 
contient les vecteurs 7 et ©, c'est-à-dire la trajectoire. 


La trajectoire est plane 


Plaçons-nous dans ce plan et utilisons les coordonnées polaires (p,6). Maintenant 
6? = (6? +p202)/ c? et l'intégrale première résultant de l'invariance par rotation est 


le module du moment angulaire p4 = JL = ymp? d=0. 
mp? à = 6 


Dans l'expression de 02 =p° +p/0° = d’(p°? + p°) reportons l'expression de & obte- 
nue à la question précédente ; formons 1-8? = 1-1? /c? à partir de cette équation, 


puis Y=(1- prive, Après quelques calculs simples, nous obtenons : 


o?(p? +p?) 
m2c?p* 


Y=./1+ 


Le lagrangien ne dépend pas explicitement du temps. L'énergie est conservée : 
E=po;L +00 éL — L=Cte. En effectuant le calcul, on parvient à l'expression tradi- 


tionnelle (énergie cinétique relativiste plus potentiel) : 


Fe yme? +V(p) 


Tirons y de cette dernière expression, élevons au carré puis remplaçons y? par son 
expression de la question 3. Nous aboutissons à une équation différentielle en p. 
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Enfin faisons le changement de variable proposé u(®) =1/ p(6) dans l'équation diffé- 
rentielle. Nous obtenons l'équation différentielle du premier ordre en 4 suivante 


(u’ = du / dd): 
2,2 2 
mc |fE-V(/u 
que = | a ) = 
(o) mc 
Dérivons par rapport à & cette expression, puis simplifions par 24”. Nous restons 
avec une équation différentielle du second ordre en 4. 


E-V(i/u) . 


u"+u=- #22 VUE) 


On pourrait appeler cette équation, équation de Binet relativiste pour un champ 
électromagnétique. Dans certains cas, elle est plus pratique que l'expression toute 
intégrée de la question précédente (elle évite une racine carrée embêtante). 


> Cas d'une particule dans un champ scalaire 


La démonstration se calque exactement sur celle du cas précédent et résulte de 
l'invariance par rotation. On prendra toutefois garde que le moment angulaire 
G=rAp ne s'identifie pas au moment cinétique de la particule puisque l'impul- 


sion p=y(m+V(r)/c 25 n'est pas identique à la quantité de mouvement = ym®, 


où, comme toujours, y = 1/ 1 L p? . 


Le lagrangien s'écrit en coordonnées polaires L(p,6,p,0) = (mc? + v(p)}\1 — p? , avec 


la même expression pour p* que précédemment. La variable 4 est encore cyclique 
et conduit à une intégrale première qui est le moment angulaire : p4 = 0 él = 6. Un 


calcul rapide donne : 


Un calcul calqué en tout point sur celui explicité dans le cas précédent fournit à pré- 
sent la relation : 


Ici aussi le lagrangien est indépendant du temps et l'énergie est une constante du 
mouvement : E=pd;L+ o9 éL — L=Cte. En effectuant les calculs, il vient (expression 


moins naturelle que dans le cas précédent) : 


re 
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E= v(me? + V(p) 


Par rapport au cas précédent, on remarque que, jusque-là, il suffit de faire le rem- 


placement me? = mc? + V(p}), V{p) — 0. 


Ici encore, le calcul demandé s'effectue par les mêmes étapes que précédemment. 
Tous calculs faits, nous obtenons l'équation différentielle du premier ordre en u : 


EF (me? +V(/ | 


o2c? 


Dérivons par rapport à 6 cette expression, puis simplifions par 24”. Nous restons 
avec une équation différentielle du second ordre en u. 


_me?+V(/u) d 


u”+u= 
oc? du 


V(A/u) 


On pourrait appeler cette équation, équation de Binet relativiste pour un champ 
scalaire. 


3.3. PRINCIPE DE MOINDRE ACTION ? [ÉNONCÉ P. 111] 


À partir du lagrangien L(q,q)= Li — V(q) et des équations de Lagrange, on tire 
les équations du mouvement: la trajectoire g(t) vérifie l'équation différentielle 


mi =-V'(à). La fonctionnelle action est définie, comme d'habitude, par S(q) = 
T 
ÎL(q(E), 4) dt. Choisissons, comme d'habitude, un chemin q(t) légèrement diffé- 
0 


rent de la trajectoire g(t) = 4(t)+e(t), en imposant des bornes fixes £(0)=0=E(T), 
et calculons la variation de l'action AS = S(q)—S(4), au second ordre en £&. Le terme 


au premier ordre est nul du fait que la trajectoire satisfait le principe de Hamilton. 
On reste finalement avec l'expression demandée : 


T 
#s=-1f [rèc? . et} V”(G(H)|dt 
0 


On peut toujours supposer une borne T suffisamment petite pour que V” garde un 
signe constant sur l'intervalle d'intégration. Si dans le petit intervalle [0,T], V”<0, 
alors le deuxième terme dans l'intégrale d'action est toujours positif ; comme le pre- 
mier l'est également, on a dans ce cas 525 > 0 et l'action correspond à un minimum. 
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Supposons à présent la relation opposée V” 20 et soit VS, la valeur maximum 


prise par V” sur l'intervalle : 0 <V”(7)<V%,,. On a bien évidemment 8 S>F (£) = 


Max” 
T T 
1 fmet? odie dt. La quantité F(e) = 2 [f(e.8)dt est encore une fonction- 
0 () 
nelle. Si on cherche la fonction e(f) qui rende celle-ci extremum, on s'aperçoit qu'il 
n'y a aucune raison pour que les conditions €(0) = 0 = £(T') restent remplies, puisque 
celles-ci ont été imposées pour la fonctionnelle 8?S(e) qui est différente de la fonc- 
tionnelle F(e). Il faut changer son fusil d'épaule, en remarquant que la fonction £(t) 
peut n'être définie qu'à une constante multiplicative près, qui ne change pas les 
inégalités. Profitons de cette propriété pour imposer la condition supplémentaire 


T 
que je? dt garde une valeur fixée ; il en est évidemment de même de la quantité 
0 
T 
—LVax JE? dt. Ainsi on peut se borner à rechercher une fonction e(f) qui rende 
0 
T T 
minimum je dt avec fe? dt fixé. Cela se fait en introduisant un multiplicateur 
0 0 


de Lagrange À et en demandant que [&? —Ae?)dt soit minimum. Le principe de 
0 
Hamilton sur cette fonctionnelle conduit à l'équation £+Ae = 0, dont la solution est 


E(#) = vsin( At +). On détermine le multiplicateur de Lagrange en imposant les 
conditions aux bornes : £(0)=0 entraîne 6=0 et la condition £(T)=0 entraîne 


Vi=n/T.On peut toujours supposer V=1 puisque v est une constante multipli- 
cative. Ainsi la fonction qui minimise notre quantité est simplement : 


e(t)=sin(rt/T) 


(mé? et) Vian Jet 


A l'aide de cette expression, il est facile de calculer la valeur à 


Sn +7 


= [rer — Vas | / (4T). Nous avons finalement démontré les inégalités très impor- 


T 
tantes 5°5 > 1 flmecn? - E(#)2 Vian [dt > [m2 - rat (AT). 
0 


Si on choisit T suffisamment petit, explicitement si 
mr? 


T2£ 
Vinax 


on a l'inégalité 8?S > 0 et l'action est un minimum. 
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En conclusion, nous avons toujours un principe de moindre action si l'action est cal- 
culée entre deux instants suffisamment voisins. C'est de cette propriété que vient le 
nom de “principe de moindre action” attaché historiquement au principe de Hamilton. 


3.4, ACTION MINIMUM OU MAXIMUM ? [ÉNONCÉ P. 112] 


Avec le lagrangien L(q,4) = L(q° — q ), les équations de Lagrange conduisent à l'équa- 
tion différentielle ÿ+q = 0 dont la solution la plus générale est : 


g(t)=asint +bcost 


On utilise le résultat du problème précédent avec m=1; V(q)= q? /2, résultat qui, 
dans le cas du potentiel harmonique est exact (non plus seulement au second ordre 
en €): 


L 
82s=1| [ec? = e(tP )]at 
0 


Considérons la fonction e(t) = sin(nt / T), qui vérifie de façon évidente les conditions 


de T 
aux limites. On en déduit facilement few dt=T/2et fë(t)? dt=n / (2T), d'où : 
0 0 


2 
RE ne 1) On voit immédiatement que si T >2, 825 <0 et l'action est un 


maximum et une conclusion opposée si T <n. 


T>nr l'action est maximum 


T<7r l'action est minimum 


La solution réelle a été déterminée à la question 1 : 4(t) = asinf+bcost.La condition 
4(0) = go impose b = q et la condition supplémentaire 4(f,) = q, impose g =asint 
+ 40 Cost. Plusieurs cas sont à examiner. 


N 


+ Hznnesint #0, alors on peut trouver une valeur et une seule pour 4, à 
savoir a = (gq1 — qpcost;)/ sinfi. Ainsi par les deux points donnés, il passe une tra- 
jectoire et une seule. 


e H=nre sint =0, alors la condition cherchée devient 9, =(-1)"49. Deux cas 
doivent encore être envisagés : 
— 4 #(-1)" go, la condition n'est pas réalisée et il ne passe aucune trajectoire par 
les deux points proposés. Effectivement après un nombre pair de demi-périodes 
le système retrouve son état et pour un nombre impair un état symétrique. 
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- 4 =(-1)"4o, la condition est toujours réalisée, et ceci quelle que soit la valeur 
de 4.1l existe une infinité continue de trajectoires (qui diffèrent par les valeurs 
de a) qui passent par les deux points imposés. 


Cette situation est illustrée sur la figure 3.4 : 


q(t) À 


Figure 3.4 - Infinité de trajectoires sinusoïdales passant par des points conjugués qo et 41. 


3.5. N'EXISTE-T-IL QU'UNE SOLUTION QUI RENDE STATIONNAIRE L'ACTION ? 
LÉNONCÉ P. 112] 


1 Nous nous intéressons à un domaine tel que 0 < ln | < lo EE 


e Une première trajectoire consiste à rester toujours dans la zone 0 < { < L. Dans 
ce cas le lagrangien est simplement { = mg? et l'équation du mouvement ÿ = 0 


qui implique une solution linéaire q(f) = vt+u. 


Puisque dans la zone où règne le potentiel harmonique, les équations du mouve- 
ment sont sinusoïdales de pulsation w, de période T, le temps passé par la par- 
ticule à l'intérieur de cette zone est T /2 (la particule entre et sort avec la même 
valeur de q) pour chaque exploration. Ainsi si #, - ti >T /2 la particule possède 
matériellement le temps de rester au moins une demi-période dans la zone où 
règne le potentiel harmonique. Nous sommes conduits à deux autres trajectoires 
possibles. 


+ De f; à f; la particule reste dans la zone libre avec une équation du mouvement 
gt) = vt+u.A l'instant f; elle aborde la zone frontière 4(t,)= L avec la vitesse v. 
Entre le temps f; et f; +T/72 elle reste dans la zone harmonique avec une loi 
horaire g(f)- L= A sin(œt +6) ; elle ressort de cette zone au temps f3+77/2: 
g(t3 +T/2)=L avec une vitesse opposée -v. Entre f3+T/2 et f,, elle est de 
nouveau en zone libre avec la loi horaire q(f)=-0t+w. 


+ Nous avons de même la possibilité d'une trajectoire avec exploration de la zone 
harmonique de gauche. De f; à f4 la particule reste dans la zone libre avec une 
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équation du mouvement g(f) =-vt+u. A l'instant f, elle aborde la zone frontière 
g(ta) =0 avec la vitesse -v. Entre le temps #4 et {4 +T /2 elle reste dans la zone 
harmonique avec une loi horaire gq(f) = A sin(@t +4) ; elle ressort de cette zone 
au temps {4 +1/2: q(t4 +T/2)=0 avec une vitesse opposée v. Entre {4 +T/2 
et #), elle est de nouveau en zone libre avec la loi horaire q(f) = vt+u. 


Si 1-41 >T, en plus des trois trajectoires précédentes, on aura deux trajectoires 
supplémentaires pour lesquelles, dans chaque zone de potentiel harmonique, la 
particule effectuera une demie période avant de ressortir. Toutes les fois que l'écart 
en temps augmente de T, on rajoutera deux trajectoires possibles pour lesquelles 
la particule effectuera une demi période de plus dans les zones harmoniques. 


Figure 3.5 - Différentes trajectoires possibles partant d'un point 
pour aller vers un autre point (lignes continues). Les chemins infiniment proches 
sont indiqués par des lignes en pointillés. 


Ph 
2 L'action est donnée par 5 = J ((q,q)dt. 
ñ 
+ Pour la première trajectoire, l'équation horaire est gq(f) = vt+u et la vitesse reste 


constante v=(q —-q1)/(t> -h). Puisque dans ce cas /= mg? = à my? reste 


constant, l'action vaut simplement S = Lo? (t — ti), c'est-à-dire en remplaçant 


la vitesse par sa valeur : 


s _m(g-q) 
DE Pen Ii ES 
2. (f2 #1) 


+ Le temps passé dans la zone libre est simplement f, —-t -T/2 et la vitesse reste 
constante (en valeur absolue). La distance du premier trajet est Lg et celle du 
deuxième trajet Lg, donc le trajet total dans la zone libre est 2L-—q;,-q et 
la vitesse vaut [v|=(2L-g>-q;)/(t> -t-T/2). Par le même raisonnement 
que précédemment la contribution à l'action pour ce trajet est #1(2L—q —h} 
/2(43 -h —T/2)]. L'action dans la zone harmonique s'annule car l'intégrale sur 


l'énergie cinétique annule celle sur le potentiel ; c'est une conséquence du théorème 
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du viriel (on peut bien entendu faire le calcul rigoureux !). Aïnsi l'action totale se 
réduit à la contribution sur la zone libre : 


_.m @E=Q -m) 
23 (be) 2 


+ Pour la troisième trajectoire, le raisonnement est identique avec simplement une 
longueur de trajet, qui dans ce cas vaut g2 +41. L'action correspondante vaut 
donc : 

_ m (2 +n) 
LED (b=h=E/ 2) 


3 Considérons une petite variation du chemin autour de la première trajectoire. 
Celle-ci a lieu dans une zone sans potentiel. La seconde variation à l'action est 
t2 
RE Lm je dt > 0. L'action est toujours un minimum. 
H 


Regardons le cas de la deuxième trajectoire. Choisissons un chemin qui est encore 


une demi-sinusoïde dans la zone harmonique mais avec une période légèrement 
inférieure TL <T et un mouvement linéaire (à vitesse constante) dans la zone libre. 


La distance parcourue dans la zone libre est encore 2L —q; — 4j, mais dans un temps 
ts —h —T. et l'action est encore nulle dans la zone harmonique. L'action le long de 
m QL-4-m) 

2 (h-th-T</2) 
choisi un chemin avec une période dans la zone harmonique légèrement plus grande 
T, >T, nous aurions abouti à une conclusion exactement inverse 57 >5,. Ainsi 
l'action S; est stationnaire, mais ne correspond ni à un minimum, ni à un maximum. 


ce chemin est donc 55 = . On voit que l'on a 53 <5,. Si on avait 


On a affaire à un point selle. 


Pour la troisième trajectoire, on a évidemment une conclusion identique : l'action est 
un point selle. 


Remarque — L'existence de plusieurs trajectoires classiques a d'importantes implications 
en physique quantique. Mais c'est une autre histoire ! 


3.6. PRINCIPE DE MAUPERTUIS [ÉNONCÉ P. 113] 


> Premier cas 


1 On cherche une trajectoire qui va de l'origine O à un point À du plan xOz ; soit x(z) 
À 


l'équation de celle-ci. L'action réduite s'écrit Sÿ(x) = Jas \/2m(E = V(z)) , Soit, avec 
O 
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A DR 
V(z) = mgz et ds? = dx? +dz?, So(x) = ÎV2mCE - mgez) \1+ x’(2)? dz. Nous devons 
O 


appliquer le principe de Hamilton avec l'équivalent d'un “lagrangien” L(x,x’,2) = 


2m(E SSD NA +x/(2)? . On voit que la variable x est cyclique et que, par consé- 
quent, il existe une intégrale première d,:L = Cte. En calculant la dérivée partielle, 


il vient explicitement : 
V2m(E — mgz) x’(z) 


V1+ x)? 


Cte 


Définissons H l'altitude maximum, obtenue pour une valeur x=x1;; en ce 
point l'énergie potentielle est mgH et l'énergie cinétique est notée mgA ; ainsi 
E = mg(H + A). On peut réécrire l'équation différentielle sous la forme : H + A-2z= 
(1 /cP[1 + (dz/dx)?|, où nous avons introduit explicitement une constante nou- 
velle C. Or lorsque (dz / dx)=0 on a z2=H ; on tire de là A =(1/C)2. L'équation 
différentielle se sépare et donne dz / VH —z = Cdx qui s'intègre pour donner, avec 
nos conditions, + C(x — xy)= 2VH -z ou, de façon équivalente : 


z2-H=-(C/2)(x-x,) 


On reconnaît là l'équation de la parabole classique, avec les caractéristiques impo- 
sées. À aucun moment, nous n'avons introduit la loi horaire, ce qui est l'essence 
même du principe de Maupertuis. 


> Deuxième cas 


Pour un potentiel central, le mouvement est plan et on utilise les coordonnées 
polaires (p,) ; le potentiel étant central s'écrit V(p). Pour une trajectoire allant de 


B aan 
À à B, l'action réduite s'écrit: Sp(d) = Jas V2m(E - V(p)), avec ds? = dp? + p’db°. 
A 
La fonctionnelle action réduite se met sous la forme traditionnelle avec un “lagran- 
gien” L(p,4’,p) = V2m(E- V(p)) 1 + p*6’(p}? . On voit immédiatement que la vari- 
able ® est cyclique et que par conséquent il existe une intégrale première d4/L=0. 


Le moment angulaire 6 s'écrit explicitement 6 = p26”/2m(E _ V(p)) / V\1+p20? : 


Des manipulations algébriques simples permettent d'écrire l'équation différentielle 


o'=db/dp=06/ Lmo? (2 / m)[E =V(p}-0? / amp) | Cette équation s'intègre 


pour donner la trajectoire sous sa forme habituelle : 


ND 
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o(p}= SA 


np a (E-vo- ee | 


Prenons maintenant ® comme variable indépendante. Le nouveau “lagrangien” 


s'écrit à présent L(p,p",6) = V2m(E — V{(p)}) Vp? +p(6}? . On voit que la variable indé- 
pendante n'apparaît pas explicitement dans le lagrangien. Il existe une intégrale 
première analogue à l'énergie, à savoir -6=p'd,:L-L qui donne, tout calcul fait, 


G= p2./2m(E - V(p)) / \p? 7 . La constante 6 s'identifie au moment angulaire 
introduit précédemment. En isolant p'? on parvient à l'équation équivalente : 


p[2m(E - V(p)]= 62p? +0?p’°. Au lieu de travailler avec la fonction p(@), utili- 
sons plutôt la fonction u(®)=1/p(). L'équation précédente se transforme en 


2m(E-V(1/u))=o?(u? +u’2). Dérivons celle-ci par rapport à 6 et simplifions 
par 2u”. Nous restons avec : 
m. d 1 
u"+u=-——V|- 
6? du (2 


qui n'est rien d'autre que la célèbre équation de Binet, rappelée en (2.10). 


3.7. PRINCIPE DE FERMAT [ÉNONCÉ P. 114] 


On considère le plan xOz ; l'indice optique ne dépend que de z : n(z). Les surfa- 
ces d'iso-indice sont des droites parallèles à l'axe Ox. Pour aller de l'origine O au 


point À, la lumière emprunte le chemin qui rend minimal son chemin optique 
A A 


fr(z)ds L MONTS d?? 
O O 


Figure 3.6 


Courbes des rayons lumineux 
dans un milieu transparent 
d'indice variant avec l'altitude. 
i(z) est l'angle d'incidence : 
angle entre le rayon lumineux 
et la normale à la surface 
d'indice constant. 
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On cherche la courbe x(z) et on garde donc z comme variable d'intégration. On écrit 


A . 
donc le chemin optique sous forme d'une fonctionnelle S(x) = [TON + x’ (2 dz. 
O 


Nous avons repris volontairement les notations relatives à l'action ; avec ces conven- 
tions le “lagrangien” est L(x,x',z) = n(2) V1+x(2)2 . On remarque qu'il ne dépend 
pas de x ; il y a donc “invariance par translation” puisque L(x-—a,x',2) = L(x,x',2). 
On en déduit la constance de “l'impulsion” : p=d,L (on peut aussi considérer 
que la variable x est cyclique et on arrive à la même conclusion). Autrement dit 
n(z)x’(2) / 14x22 = Cte. On peut considérer le milieu comme une infinité de 
dioptres plan parallèles à Ox. Soit i(z) l'angle d'incidence des rayons lumineux 


sur ces dioptres. On vérifie facilement que sini(z) = dx / \4x? +dz2, autrement 


dit Ds GANT x'(2Y L'équation d'invariance précédente s'écrit plus 
simplement : 


n(z)}sini(z) = Cte 
C'est l'expression de la loi bien connue de Snell-Descartes. 


Regardons maintenant les choses avec la variable indépendante x. Le chemin opti- 
A : ; 

que s'écrit dans ce cas: S(z) = [ne V1 + z (x)? dx. Le “lagrangien” L(z,z',x) = 
O 


n{2) V1 +z(0? ne dépend pas de la variable indépendante x. Il existe une “inté- 
grale première” analogue à l'énergie: pz'-L=Cte où, cette fois, p=d,L= 


nz'/N1+7 (0°. Ainsi Cte=nz? /V1+2z? _nV1+22 = _n/1+22. Mais on a 


aussi sini=1/V1+2?.La relation précédente équivaut donc à : 
n(z)sin{(z) =Cte 


qui est à nouveau la loi de Snell-Descartes. Cette façon de voir n'apporte rien de plus. 


Partons de l'équation précédente #(z) / V1 +22 = a, où a est une constante arbitraire. 


Réécrivons cette équation différentielle sous la forme z'2 = (n/a)? -1, soit avec la 


valeur proposée de l'indice z’ = [Co +Az)/ af —1.Posons (9 +Az(x))/4= chu(x). 
L'équation différentielle devient (a / À)u’shu = shu, ou, de façon encore plus simple 
u’=du/dx=X/a, qui s'intègre pour donner u(x)={(X/a)x+b. Les constantes a 
et b sont déterminées par les conditions initiales z(0)=0 et z’(0}=0. On trouve 
facilement a = #9 et b =0. La trajectoire du rayon lumineux s'écrit alors : 


z(x) = LÈE s} 
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Lorsque À > 0 c'est-à-dire lorsque l'indice croît avec l'altitude, les rayons sont incur- 
vées vers le haut et vice-versa. On a le même type de raisonnement avec les ondes 
sonores. La température baisse avec l'altitude ; la vitesse du son qui se comporte en 
AT diminue avec l'altitude. L'indice de réfraction n = 70 / v doit augmenter avec 
l'altitude, ce qui, dans notre petit modèle, correspond à une valeur positive pour X. 
Par conséquent ‘les bruits montent”. 


L'aspect ondulatoire de ces propagations lumineuses et sonores permet de retrouver 
très facilement ces conclusions : supposons une vitesse diminuant avec l'altitude ; 
cela signifie que la longueur d'onde diminue et donc que les surfaces d'ondes se 
resserrent en altitude. Les rayons, perpendiculaires aux surfaces d'ondes sont incur- 
vés vers le haut. 


3.8. LA STRATÉGIE DU SKIEUR [ÉNONCÉ P. 115] 


La ligne droite de O à À correspond certes au chemin le plus court ; mais le temps 
dépend également de la vitesse sur la trajectoire. Sur le trajet rectiligne OA , on prend 
la pente en biais donc avec une vitesse plus faible que dans la ligne de plus grande 
pente. On peut imaginer un trajet qui, tout en étant plus long, profite plus de la pente 
pour bénéficier d'une vitesse moyenne plus grande. 


L'énergie cinétique du skieur est donnée par : T = i mx? + ÿ?) et l'énergie poten- 
tielle de pesanteur, avec nos convention d'axes, par V = -mgysin @. L'énergie méca- 
nique E=T+V est une constante du mouvement. Au départ la vitesse du skieur 
est nulle et il part de l'origine ; l'énergie cinétique et l'énergie potentielle sont nulles 
à cet instant et il en est de même de l'énergie mécanique. 


E=m(x? +9?)-mgysina = 0 


En écrivant y = dy / dt et x = dx / dt = x’ÿ dans l'équation de l'énergie, nous obtenons 
dt? =(1+ x?) dy? / (2gysin a). Nous en déduisons l'expression du temps infinitési- 
mal entre deux points voisins : 


Le temps total mis par le skieur pour faire sa course s'obtient en intégrant l'expres- 
sion précédente entre le départ et l'arrivée, c'est-à-dire : 


55. 2. 
x 
(y) dy 


e 1 £ 14 
ne V28sno j, y 


gs 


O1 


[°}) 
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C'est une fonctionnelle de la courbe x(y) accomplie par le skieur. Minimiser ce temps 
est un problème de variation très classique. 


En identifiant la fonctionnelle à une “action”, le “lagrangien” correspondant (à une 
constante multiplicative sans importance) est L(x,x’,1) = /a+ +)/ y. On remarque 
que la coordonnée x est cyclique et, donc, il existe une intégrale première, l'impul- 
sion associée : d,V(1+x2) /y=x /Ja +x2)y = Cte. Cette égalité nous montre 
que la pente de la trajectoire ne doit jamais s'inverser (pas question de remonter 
vers le point d'arrivée !). Cette équation peut s'écrire aussi bien en introduisant une 


nouvelle constante ad hoc. 
< yG(1 + yR)?) = VC 


Une simple manipulation algébrique permet de réécrire cette équation dx= 
y/(C-y)dy. Introduisons la nouvelle variable 8 par y=Csin?6 où y= 


C(1-cos28)/2. Cela permet de calculer dx : dx =2C sin? 648 = C(1-cos 26)d8, 
qui s'intègre facilement compte tenu des conditions initiales : x = C(28 — sin 26) / 2. 


Au final, nous obtenons sous forme paramétrique la courbe cherchée, appelée 
brachistochrone : 


x(8)= L(20-sin28) ; y(0)=(-c0528) 


On reconnaît là l'équation d'une cycloïde, dont on ne doit garder qu'une branche 
c'est-à-dire 0£<68<7x/2. 


Soyons un peu curieux, y a-t-il vraiment un gain de temps important ? 


Calculons d'abord le temps pour la brachistochrone. En utilisant la variable 6, l'inté- 


grale donne facilement T(8;) = V2H /gsino 0; / sin 0; où H est l'ordonnée du 
point d'arrivée (le point À repéré de façon paramétrique par l'angle 6;), la distance 
horizontale L (l'abscisse) étant exprimée en fonction de 8 f par L=H (28 f — sin(26 f) 
/{ —cos(28 ;)). 


Imaginons un autre choix : le skieur prend la plus grande pente puis effectue un 
virage à angle droit pour parcourir la partie horizontale avec la plus grande vitesse 
possible. La vitesse en À est plus grande, maïs le trajet plus long. La durée mise 
pour le parcourir vaut dans ce cas : 


Fe LE (1 kr) 


\gsina *2H 


Vous pouvez aussi calculer le temps en prenant le chemin le plus court, la ligne 
droite de O à À. 
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Sur la courbe 3.7 les trois temps sont comparés. On trouve T(6 ;(L)) < T”(L) <T'(L) 
mais le bénéfice paraît peu important. 


2 L 
T' 
175 À T° 
T 
15 È 
1.25 + 
1 
1 L L 
0.5 1 5 L/H 


Figure 3.7 - Comparaisons des temps en fonction de L/ H en abscisse. Dans l'ordre 
de performance vient la cycloïde, la ligne droite et enfin une descente le long 
de la plus grande pente suivi d'un virage à angle droit. L'unité de temps est le temps 
mis pour une descente du même dénivelé mais dans la plus grande pente. 


Un peu délicat. 


— 0.2 


— 0.4 


— 0.6 


— 0.8 


Re a D old 


= 


Figure 3.8 - Différentes trajectoires idéales pour le skieur avec un départ 
du même endroit, un même dénivelé, mais une distance horizontale L / H différente. 
Pour une distance horizontale trop grande, la trajectoire suit une cycloïde 
prolongée par un segment de droite. 
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La limitation à une seule branche fait qu'il n'y a pas de cycloïde possible si L> 7H /2. 
Alors quelle est la meilleure trajectoire ? Remarquons qu'il existe une autre solution 
de l'équation Vy00+ 7) = VC : c'est le parcours horizontal y =C à vitesse 
constante. Ainsi le bon choix est la cycloïde dont le sommet est en bas de la pente, 
continuée par un parcours horizontal. 


3.9. MOUVEMENT LIBRE SUR UN ELLIPSOÏDE [ÉNONCÉ P. 115] 

Puisque la particule est libre, son lagrangien vaut L(x,y,2)= Ln(i? + ÿ° +22) ; elle 
est astreinte à se déplacer sur un ellipsoïde d'équation (x / a)? + (y/ b}? +(z/c)? =1. 
La contrainte est holonôme, puisqu'une des coordonnées peut être exprimée en 
fonction des deux autres grâce à cette équation ; le système possède deux degrés 
de liberté. Pour trouver les équations du mouvement on part de l'action contrainte 
à l'aide d'un multiplicateur de Lagrange A(H): S= JFGy,2,5,3,2,hdt avec 
F(x,y,2,x,ÿ,2,0) = L(t,ÿ,2) -A(P{(x / a)? +(y/b)? +(z/ ce)? -1]. Les équations du 
mouvement sont données par d(9;F)/dt=0,F,.… et les permutations circulaires. 
Avec l'expression de F donnée précédemment, nous parvenons à : 


À(#)x ie D 107 ; : 


: À (4)z 
TX =D ; MZ =-2—— 
+ ose b 2 


C 


La force de liaison est donnée par l'équation de Newton R= mr et la normale ñ 
par le gradient de l'équation de la surface. Explicitement pour la composante selon 
Ox : R, = mX ; quant à la composante de la normale n, elle est proportionnelle à 


d,[(x/ a}? +(y/ by? +(2/c)]= 2x /a7. En utilisant les équations du mouvement, 
on vérifie que R, + Àn,. On a bien sûr des équations analogues pour les deux autres 
composantes, ce qui permet d'écrire de façon vectorielle : 


RœAn 


Ainsi la force est normale à la surface, comme il se doit pour une liaison sans frotte- 
ment. De plus le multiplicateur de Lagrange est proportionnel au module de la force. 


L'intégrant de l'action F(x,y,z,x,y,2,t) permet de définir “l'énergie” E = xp, + ÿp, 
+ 2p, - F. Compte tenu des équations du mouvement, nous devons avoir dE /dt = 
—0,F. Mais —0,F = L'(H[(x / a)? + (y /b)? +(z/ c)? —-1]=0 à cause de la condition de 
surface. Ainsi dE / dt =0 et l'énergie reste constante sur la surface. Avec p, = mx, … 
et en utilisant à nouveau l'équation de la surface, il est facile de calculer l'expression 
de l'énergie E = Ln(i? + ÿ? +22). C'est précisément l'énergie cinétique, puisque la 


particule est libre (la force de liaison ne travaille pas) : 


E = }mo? = Cte 
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Dérivons l'équation de contrainte deux fois par rapport au temps ; nous obtenons : 
G&/ a) +(ÿ/b)? +(2/ 0)? +xù / a? + yÿ / b? +22 / ©? =0 
Eliminons les termes contenant les accélérations grâce aux équations du mouve- 


ment de la première question ; on trouve une équation donnant À, en fonction des 


coordonnées et des vitesses. En reportant cette valeur dans la première équation 
du mouvement on tire X, puis R, =1m*. Enfin le module de la force s'obtient par 


R= JR? + R} + R2. Les calculs sont un peu longs, maïs sans difficulté particulière, 
On trouve finalement : 

[Ga + (7/67 +70? 
Ve /a2) + (y/62) +(2/ 2) 


R=m 


Pour une sphère a=b=c=7r,on trouve R =" v? /r,soit R=mA, où À est l'accélé- 
ration de la particule. Cette équation n'est que l'expression du principe fondamental 
de la dynamique. 


Soit h(x,y,2,X,ÿ,2)= x? +(xÿ— y)? / (a? -b?)+(x3- 2)? / (a? -c?). Calculons 
la dérivée totale par rapport au temps: dh/dt = Xo;h+ y0,h+20,h+X0;h+ ÿja;h 
+ 20;h. En effectuant les calculs un peu longs, on parvient à dh/dt= 2%X + 
2Cxÿ — iy(xÿ — Xy) / (a? —b?) + 2(x3 — Xz)(x2 — Xz) / (a? - c?). 
dérivées secondes en termes du multiplicateur de Lagrange, on écrit de façon alter- 


En exprimant les 


native dh/dt=-4X/ (na?) + xy(xu — ày) / b? + xz(x3— à) / 4 Après quelques 
manipulations, utilisation de l'équation de surface, on arrive à une équation équiva- 
lente dh/dt = -4hx? / Ga?) xt / a? +yÿ/b?+2z2/ Or le terme entre crochets 


n'est rien d'autre que la dérivée de l'équation de la surface, qui s'annule du fait que 
celle-ci vaut 1, une constante. On parvient donc à dh / dt =0 et donc à h =Cte. 


Ainsi : 


22 +(xÿ—ày)? / (a? -b?)+(x2- 2)? / (a? -e?)= Cte 


Ainsi que les deux autres équations obtenues par permutation. 


Remarquons que la somme de ces trois intégrales premières donnent l'énergie, autre 
intégrale première, qui n'est donc pas indépendante de celles-ci. 


3.10. AIRE MINIMUM À VOLUME FIXÉ [ÉNONCÉ P. 116] 


Retrouvons de façon très rapide et intuitive les expressions du volume et de l'aire de 
notre “objet” de révolution. On le découpe en tranches dépaisseur 8z. Considérons 
la tranche dont les faces sont précisées par z+8z/2 et z—86z/2.Son volume est 
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encadré par n{r(z +562 / 2)J° 6z et n{r(z- &z / 2)]° 5z quantités qui toutes deux valent 
nr(z)? 8z au premier ordre. La somme de ces contributions a pour limite l'intégrale : 


h 
V(r)=rfr(2) dz 
0 


La largeur de la bande latérale de la tranche est au premier ordre Var? + dz? 
(Pythagore) et, une fois étalée, sa longueur est encadrée par 27rr(z+6z/2) et 


2rr(z- 8/2). Son aire est au premier ordre 2nr(z) Var? +dz?. La somme de 
ces contributions à pour limite l'intégrale : 


h 
A(r)= 2x | r(Z)\1+ r'(z} dz 
0 


Nous devons minimiser la fonctionnelle A(r) avec la contrainte V({r) = Cfe. Cette 
contrainte est intégrale ; on introduit le multiplicateur de Lagrange À et on minimise 
la quantité : 


h die - 
S(r) = n'ont P(z)? -À r(z)? je 


0 


Cette fonctionnelle a l'allure d'une “action”, avec un “lagrangien” égal à L(r,r',2) = 


2r(2) 1 +r (2)? -hr(2)? (on laisse tomber le facteur x qui n'apporte rien). Ce “lagran- 


gien” ne dépend pas explicitement de z ; on en conclut l'existence d'une intégrale 
première, analogue à “l'énergie” : r’9,:L-—L = Cte. En effectuant les calculs simples 


correspondants, on parvient au résultat : ir? —2r/ V1 +r2 =Cte. Puisque la surface 
coupe l'axe de révolution r = 0 est possible (on peut cependant imaginer des surfaces 
ayant la forme d'un tore entourant un cylindre). En calculant la constante en ces 
points, on trouve ainsi Cfe = 0 et l'équation différentielle résultante s'écrit : 


2 


M = —— 
142 


Pour simplifier, posons lu = À /2. Une simple manipulation algébrique permet de 
transformer l'équation en: urr’=1-u?r?. L'intégration se fait par séparation 
des variables ud(r?) / V 1- u?r? = 2dz pour donner, avec nos deux conditions aux 


limites r(0)=0=7r(h), (2-h/2) +r2=h?/4 et u=2/h. Dans le plan r,z c'est 
l'équation d'un cercle de rayon h /2 centré au milieu des extrémités de l'objet. Par 
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révolution il engendre une sphère. Le multiplicateur de Lagrange est le double de 
l'inverse du rayon. 


Le problème inverse s'exprime à présent sous la forme de la minimisation de la 
h 
quantité S(r)=7 J(re-e2oniertor Je où nous avons introduit le 
0 
multiplicateur de Lagrange 6. En réécrivant “l'action” sous la forme S(r)= 
h = _e 
11-\2 1 2 Re Ge 4. 
—TO [ 2r(z}\1+7r’(2) —-—r(2)° |dz|, on voit immédiatement que ce problème 
(o] 
0 
se ramène au précédent en faisant l'identification 6 =1/XÀ. La solution est donc 
connue. C'est une sphère. Cette fois-ci le multiplicateur de Lagrange représente 
la moitié du rayon. 


3.11. FORME DES FILMS DE SAVON [ÉNONCÉ P. 117] 


La surface du film est de révolution autour de Oz. Calculons d'abord l'aire élémen- 
taire comprise entre l'altitude z et z2+4z. En “développant” cette bande, on obtient, 
au premier ordre en z,un rectangle de longueur 27rr(z) et de largueur d{(z). En utili- 


sant le théorème de Pythagore, on voit facilement que dl 2 = d22 + dr? = (1+r°2)d22. 


Ainsi l'aire élémentaire vaut dA = 2nrV1+ r'? dz et l'aire totale s'obtient en intégrant 
sur toutes les altitudes : 


A(r)=2r f r(2)V1+r' (2)? dz 


z1 


C'est une fonctionnelle de la forme de la courbe (voir aussi la question 1 du pro- 
blème 3.10). 


Formellement, l'expression de l'aire ressemble à une “action” pour laquelle le “lagran- 


gien” est dans ce cas L(r,r’,z)=27nr V1 +72. Comme celui-ci ne dépend pas explici- 
tement de z, les équations de Lagrange, résultant du principe de Hamilton, condui- 


N 


sent à l'existence d'une intégrale première, analogue à “l'énergie” : r’0,:L-L=Cte. 
Avec la forme du “lagrangien”, cette intégrale première se réduit à l'équation diffé- 
rentielle du premier ordre suivante : 


r(z)=pV1+ r'(z) 


où p est une constante réelle qu'il est facile d'interpréter comme le rayon minimal. 
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3 On vérifie immédiatement que r(z)=pch((z-h)/p}) est la seule solution. La cons- 
tante d'intégration h est l'altitude où la surface se resserre le plus auprès de l'axe, 
et p est la valeur du rayon en ce point. 


Figure 3.9 - Coupe d'un film de savon par un plan passant par l'axe de symétrie. 
Les cerceaux sont positionnés en —H et +H. Le rayon du cercle correspondant 
au plus grand resserrement est noté p. 


La courbe du film de savon r(z), dans le plan de symétrie, pour deux cerceaux iden- 
tiques placée en H et —-H, est représentée sur la figure 3.9. 


4 On doit avoir les conditions r(H)=7(-H)=R, ce qui implique h =0 et 


Rte 
p 


C'est le lien qui donne la constante inconnue p en fonction des quantités physiques R 
et H. 


5 En posant x = H /p, la relation précédente devient chx=(R / H)x. C'est une équa- 
tion transcendante qui permet de calculer x, donc p, en fonction du rapport R /H. 
Les solutions sont les intersections de la courbe chx avec la droite (R / H}x. En tra- 
çant ces courbes (voir figure 3.10), on remarque que si R/ H est faible il n'y a aucune 
solution et si R/H est grand, il existe deux solutions. La valeur limite x, est celle 
pour laquelle la droite est tangente à la courbe hyperbolique, ce qui se traduit par 
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l'égalité shx,. = R/H. En utilisant chx, =(R/H)x,, on obtient x, = V1+ H? /R? 


ce qui donne l'intersection ; on trouve alors l'équation transcendante : 


sh{ V1+H2/ R)- R/H 


La solution est (H / R); =0,6627429... Ainsi, il ne peut y avoir de solution que si 


ce (5 = 0.662749... 
R € 


R 


Ed 
Xe x 


Figure 3.10 - Solution graphique permettant de calculer la largeur au col ; il faut calculer 
les intersections d'une droite et d'un cosinus hyperbolique, comme expliqué dans le texte. 


Si cette inégalité est satisfaite, comme on l'a vu il existe deux solutions. Pour mieux 
comprendre ce qui se passe il est utile d'étudier numériquement l'aire de la surface 
formée par un cosinus hyperbolique de révolution qui s'appuie sur les deux cerceaux 
en fonction du rayon de sa ceinture p.Cette aire a deux extrema, un minimum pour 
la plus grande ceinture qui est donc la solution cherchée et un maximum non phy- 
sique pour une ceinture plus faible. Pour le rapport H / R critique ces deux extre- 
mums se confondent en un point selle donc instable. L'aire peut encore diminuer 
en déformant la surface jusqu'à ce qu'elle dégénère en un cône puis, tout en dimi- 
nuant encore l'aire, le cône va dégénérer vers deux films plan séparés s'appuyant 
sur chaque cerceau. Cette discussion est illustrée graphiquement sur la figure 3.11. 
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Energie À 


1 J L —+ 


0,25 0,5 0,75 1 p/R 


Figure 3.11 - Energie de tension superficielle, proportionnelle à la surface, 
pour un film en forme de caténoïde en fonction du rayon au col. Le point à l'origine 
correspond à deux nappes d'un cône s'appuyant sur les cerceaux. Les différentes courbes 
correspondent à différentes valeurs de H / R. Pour une valeur de H / R inférieure 
à une valeur critique (symbolisée par la ligne discontinue) il existe une solution minimale ; 
pour une valeur supérieure, il n'existe pas de minimum. 


6 L'énergie potentielle de surface est V=TA, où T est la tension superficielle et A 
l'aire du film. Le calcul de l'aire s'obtient en évaluant l'intégrale donnée dans la pre- 
mière question grâce à l'expression de la forme du film donnée par la question 3. Un 
calcul un peu long, mais sans difficulté, donne : À = 2xp°?[x +chx shx|, où x(R/H) 
est la solution physique de notre équation transcendante chx =(R / H}x. N'oublions 
pas que p = H / x(R / H) est fonction de R et H. 


Notons en passant que cette aire est une fonction croissante de x(R / H), ce qui justi- 
fie directement le choix de la plus grande solution. 


Un calcul long, qui demande quelques précautions, permet de calculer la variation 
d'aire en fonction de l'étirement (le rayon KR des cerceaux reste évidemment inchangé) 
0A / OH = 4np. La force de tension superficielle cherchée est définie par la dérivée 
de l'énergie potentielle par rapport à l'étirement F = 9V / 9(2H) = (T /2)0A / 9H soit: 


F(H)=2aTp(H) 


Ce résultat est très simple à retrouver. 


Imaginons une coupure droite à la ceinture. On doit se souvenir que T,, la tension 
superficielle, est la force par unité de longueur (perpendiculaire à la coupure) et, 
évidemment, au col ces forces de cohésion, toutes parallèles, s'exercent sur 2rp(H), 
le périmètre de la ceinture, d'où l'expression mentionnée de la force. 
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3.12. LOI DE LAPLACE SUR LA TENSION SUPERFICIELLE [ÉNONCÉ P. 118] 


La coupe de la surface libre du liquide est donnée par une courbe z(x) entre le 
point À sur l'axe OZ et le point B, situé à une distance / sur l'axe horizontal. Nous 
imposons les conditions z(0)= h = z(1). La courbe cherchée est celle qui minimise 
l'énergie, somme de l'énergie de pesanteur et de l'énergie de surface. 


Prenons un petit rectangle de base de dimensions dx et dy centré sur le point x,y. 
Le petit parallélépipède de liquide construit sur ce rectangle possède le volume 
dV =z(x)dx dy et une masse dm = pdV = pz(x)dx dy. Son centre de gravité est à 
l'altitude z /2 ; son énergie potentielle de gravité vaut donc dV: = dmg(z /2), soit 
dVE =pg (22 /2)dxd y. L'énergie potentielle totale s'obtient en intégrant cette expres- 
sion sur toute la surface. En fait, à cause de l'invariance par translation le long de 
Oy, la variable y ne joue en pratique aucun rôle et on peut se borner à un raisonne- 
ment basé sur une tranche d'épaisseur dy=1. Ainsi l'énergie potentielle de pesanteur 


est dVs = pg(z? /2)dx. 
Dans les mêmes conditions, l'élément de surface libre est ds(x)dy = ds(x), où ds(x) 
est l'élément de longueur élémentaire au point x. On a bien sûr ds? = dx? +d2? et 


donc ds= dx 1422. La surface libre a une aire dA = dx\1+22 et l'énergie de 


surface correspondante vaut dVr =TdA, où T est la constante de tension superfici- 


elle. Ainsi dVr = TV 1+ 22 dx. L'énergie potentielle est la somme des contributions 


dues à la pesanteur et à la tension superficielle dVp = dVG + dVr = pg(z? /2)dx 


+ T1 1+ 7? dx. L'énergie potentielle totale de la tranche d'épaisseur unité s'obtient 
en intégrant cette quantité le long de OXx : 


Vp(z)= Jos(zt / 2) +7 1420 Jéx 
0 


C'est une fonctionnelle de la forme du ménisque. 


Nous avons déjà vu que le volume élémentaire vaut dV = z(x)dx dy, soit pour une 
tranche d'épaisseur unité dV = z(x)dx. Le volume total s'obtient en intégrant cette 
quantité le long de Ox : 
l 
V(z)= fz@4x 
0 


C'est aussi une fonctionnelle de la forme du ménisque. 


Puisque le liquide est incompressible, son volume reste constant. Les équations du 
mouvement sont celles qui minimisent l'énergie potentielle. Nous avons affaire à 
un principe variationnel soumis à une contrainte intégrale. La méthode habituelle 
consiste à introduire un multiplicateur de Lagrange À et à rechercher le minimum 
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Î  _—_—_. 
de la fonctionnelle S(z) = ICE / 2) + T/1+ z'(x)? - 2e()| dx. Nous avons une 
0 


expression analogue à une “action” avec un “lagrangien” L(z,z') = pg (20)? /2) 


+ T1 +2/(9)7 -Az(x). Les équations d'Euler-Lagrange s'expriment comme : 9,L = 
d(@,:L)/dx. Dans notre cas d,L=pgz-À, 0,L=Tz/V1+z? et d(9,L)/dx= 
Tz”/(+22)$/2, Dans cette dernière expression, on voit apparaître le rayon de cour- 
bure du ménisque au point x : R(x)=(1+72)9/2 /|z”| (attention dans notre cas 
z” <0) ; ainsi d(0,/L)/dx=-T / R(x). Les équations d'Euler-Lagrange conduisent 
à l'équation : 


T 
pgz(x) + R@) =À 


Si on pose Z{(x) = z(x)-À /pg, l'équation du ménisque est pgZ(x)+ k& =0,quine 
x 


dépend pas du multiplicateur de Lagrange c'est-à-dire du volume. 
Heureusement, on peut retrouver beaucoup plus élégamment cette équation. 


Pour être simple, prenons un ménisque de concavité tournée vers le haut. L'hori- 
zontale est une équipotentielle, donc une isobare. La pression est la somme de la 
pression atmosphérique, de la pression hydrostatique pgZ(x) et de la différence de 


pression de part et d'autre du ménisque (loi de Laplace) Dies 


R(x) 


3.13. CHAÎNE DE PENDULES [ÉNONCÉ P. 119] 

Pour l'atome n°5, l'énergie cinétique est T; = Li Se l'énergie potentielle de pesan- 
teur (avec nos conventions d'orientation des axes) V; = —-mglcosq; et l'énergie d'inter- 
action harmonique avec les voisins V’= (Gi —q;- ile lagrangien total représente 


la différence entre l'énergie cinétique et les énergies potentielles, en sommant sur tout 
les points matériels. Donc : 


N 
L(4,4)= Y [ml24? + melcos a; -Lk(q; 41) | 
i=1 


Par passage au continu, les écarts entre les pendules deviennent infinitésimaux 
à = dx, les masses deviennent infinitésimales dm=pndx (11 est la densité de masse 
linéique), les coordonnées deviennent des champs g;(f)= @(x;,f) et les sommations 
deviennent des intégrales. Ainsi, par passage à la limite, l'énergie cinétique devient 
T= Ju J dx (9,p)°, l'énergie potentielle de pesanteur V = -ugi[ dx cos w et l'énergie 


harmonique V'=Lkdx] dx (0,9). Mais, avec la limite proposée équivalente à 
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kdx = pA, le lagrangien s'écrit: L= Ju? Qo) - Lu (0,0) + uglcos | dx que 
l'on écrit en terme de densité lagrangienne : L = [ {dx. Nous voyons que la densité 
lagrangienne a pour expression : 


do à 20 Ÿ? 30 Ÿ 
{o. È )=-quef à -pufse) + piglcos ® 


Les équations d'Euler-Lagrange pour des champs continus s'écrivent : 


dt dé 
dpl—0à D) =0 
j (5) 5) 


ni { 
Avec notre densité lagrangienne 0,/=-uglsinp, (a) = -uA0° 29 | do 2 
X 


= u797, ç. En introduisant la pulsation propre habituelle des pendules @? = g/l, 


les équations d'Euler-Lagrange conduisent à l'équation d'onde, non linéaire, de type 
soliton (voir problème 2.13 pour la solution de cette équation) : 


d p(x,t) À d2p(x,t 
É = 5 Eu sin g(a,1) 


3.14. ÉQUATION D'ONDE POUR LA LAME FLEXIBLE [ÉNONCÉ P. 119] 
Nous avons vu dans le problème 2.12 que l'énergie cinétique de la lame vaut 
N N 
= us 47 et l'énergie potentielle élastique V =(EI / 28°) Ÿ (q;_1 +qi+1 — 2n) 
i=1 


i=1 
Par passage au continu, les coordonnées deviennent des champs g;(t)={x;,t), ô —0 


N L 
et 5Y = fax. Ainsi l'énergie cinétique se transforme-t-elle en T = Luf(oe) dx 
i=1 0 


L 
Pour l'énergie potentielle g;_1 +g;,1 —2q; — 929 /87 et V = LE 1f(a 2219) dx. Ainsi 
0 


L 
le lagrangien s'exprime comme Jul u(o,ç) - LEI(, o ler, que l'on identifie à 
X 


I {dx, où ! est la densité lagrangienne. De façon explicite, celle-ci a pour expression : 


dp d7p dp Ge)s cu | 
LEFT 
4 dx | 9x2 )-: 2 2 | 9x2 
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Les équations d'Euler-Lagrange pour des champs continus s'écrivent : 


de d6 > | de 
dp/-d4 2 92] —5— |=0 
j en (és) LS 


Avec notre densité lagrangienne d,{=0, à ob =0, à ne =ud02%9, 
Fo “(20,9) LQ)" 
x t 


2 
* | 9(0229) 
(u = M /L), on obtient l'équation d'onde définitive : 


2? En = El a Q. En introduisant la masse M et la longueur L de la lame 


d?@_ EIL 0“ 


ET M 9x 


3.15. PRÉCESSION DE L'ORBITE DE MERCURE [ÉNONCÉ P. 120] 


L'action peut se réécrire S = [Lat où, avec l'expression proposée, le lagrangien 
s'exprime comme L=-mcds / dt. Dans le cas de la métrique de Schwarzschild, on 
a explicitement L= mc? \e(r) _ (r28? +r2 sin? 66?) {ce +i? / (e(r)c?) . Ce lagran- 
gien est invariant par rotation ; cette propriété conduit à l'invariance du moment 


angulaire, qui, elle-même, entraîne un mouvement plan. Il est donc naturel de se 
placer dans ce plan et d'adopter les coordonnées polaires (r,4), en faisant tout 


simplement 8 = x / 2 dans l'expression précédente. Cela conduit au lagrangien : 


L(r,6,r,0)= = mc? je +52 / (e{r)) 


On remarque que la variable ® est cyclique, ce qui entraîne l'existence d'une inté- 

grale première, l'impulsion conjuguée ; celle-ci s'identifie au moment angulaire. En 

effectuant les calculs nécessaires à 6 = p4 = à éL nous parvenons à l'expression : 
mr? 


J e(r)- 7 6% +52 / (e(r)) 


G= 


Comme on s'intéresse plus à la trajectoire qu'à la loi horaire, il est plus astucieux 
de travailler avec r’= dr /d@ plutôt qu'avec 7 = dr/dt. En faisant le remplace- 


ment # =r/6 dans l'expression précédente et en isolant 6, on parvient facilement à 
l'expression alternative : 
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2 & e(r) 
Asa re | omèré 
c? e(r) 6? 


. la fonction de Lagrange ne dépend pas explicitement du temps, l'énergie 
=rp, +0 Po L est une constante du mouvement. Pour simplifier les notations, 


| 


posons D = le(r (r)- ue L 2 7 +5? / (e(r)). Alors L=-mc?D, puis on calcule p, =0;L 


\ 
=mr/(e(r)D) et Pe =dL= mr°@/D. La valeur de l'énergie s'en déduit E=mc?e(r)/D ; 


en utilisant la valeur de D tirée de la seconde question en fonction de 6, on peut 
transformer l'expression de l'énergie en : 


oce(r) 
DE 
ro 

Elevons cette expression au carré puis remplaçons 6? par la quantité obtenue dans 
la question 3. Quelques manipulations algébriques conduisent finalement à l'équa- 
tion différentielle donnant la trajectoire: er(1 17 +n2 ce? J6?)+r? HET (c26?). 
Comme bien souvent, il est plus astucieux de travailler avec l'inverse du rayon 
u(@) =1/r($). En injectant ce changement de variable dans l'équation différentielle 
et en utilisant l'expression explicite de e(u) =1- ru, on parvient à l'équation diffé- 


rentielle du premier ordre en 4: 


2 2. 2 

E mM°cC 
u?= 5 5 (1-00) u2 + 5 

(eo) (e] 


Dérivons cette équation par rapport à 6 et simplifions par u’ ; nous parvenons à 
l'équation différentielle du second ordre en  : 


On peut appeler cette équation, l'équation de Binet relativiste avec la métrique de 
Schwarschild. On peut l'écrire aussi u => ol —u Ju -u'.), en introduisant les 


deux racines #% et u'. de l'équation du second degré qui permettent d'obtenir la 
condition 4” =0. Explicitement, on a ue = (1 — 1 — d) /35 et u'e= (1 AL d) / 3% 


en posant d = 3{(mcro / 6). 
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Pour une orbite circulaire on doit avoir u”’($) = 0 ce qui est possible pour R'e=1/4"c 
et un cercle de plus grandrayon KR =1/ 4. autour duquel existent des orbites stables. 


Posons v=u-—u',, l'équation différentielle devient v”+ Snv(e 29 1=47 3) = 0. 


Imaginons v << 2V1-4 / 31 ; l'équation linéarisée devient v” — &?v = 0 dont la solu- 
tion croit exponentiellement et pour laquelle l'approximation n'est plus valable. Il n'y 


a pas d'orbite stable au voisinage de ce rayon. Il en est tout autrement au voisinage de 


ue où l'équation devient 0” + o? 


1/4. 


v=0 qui s'intègre facilement v = À cos(wd + bp) ce 


qui entraîne avec © =(1-4) 


1 
mo)= Uc + À COS(H + Do) 


Si &=1, on retrouve l'équation de l'ellipse habituelle. Du fait que w est légère- 
ment différent de 1, l'ellipse se déforme légèrement : ses axes tournent légèrement 
d'une révolution à l'autre. On dit qu'il y a précession du périhélie. On peut dire 
par exemple que le grand axe a tourné de A au bout d'un tour. Pour qu'il en soit 
ainsi, la longueur du grand axe doit rester inchangée, ce qui conduit à l'équation 
cos(ob) = cos(o(27r +6+Ab)), soit 27+A6=27/&@. En reportant la valeur de & 
obtenue précédemment, nous tirons la valeur de l'avance A6 = 3rm?c?18 / 26°. 
Enfin, en remplaçant la valeur du rayon de Schwarschild en termes des constantes 
fondamentales, nous parvenons à l'expression définitive de l'avance du périhélie : 


G?M?m? 


A0 = 67 
c20? 


On peut se débarrasser du moment angulaire 6 par sa valeur en termes des caracté- 


ristiques de l'orbite de Kepler classique 6? /(GMm°)= a(1-e?). Finalement : 


AŸ = 67 __. 

c'a(i—e*) 

+ Avec les caractéristiques fournies pour l'orbite de Mercure, on trouve Ad = 
0,502 10 6 rd sur un tour, soit Ad =0,1035 secondes d'angles par tour. En un 
siècle, Mercure effectue 100 x 87,969 / 365,25 = 415,203 tours. Son périhélie avance 
donc de 415,203 x0,1035 = 43” par siècle. Ce résultat est en accord remar- 
quable avec les observations expérimentales. 


e Un calcul analogue pour la Terre conduit à une avance de 0,0384 seconde par tour, 
soit 3,84 secondes par siècle ; là aussi l'accord est très bon. 


Chapitre 4 


LE FORMALISME HAMILTONIEN 


Résumés de cours 


4,1. L'IMPULSION GÉNÉRALISÉE 


Au chapitre 2, nous avons introduit la fonction de Lagrange (ou lagrangien) L(q,4,b), 
qui dépend des coordonnées généralisées q et des vitesses généralisées 4, considé- 
rées comme variables indépendantes, et éventuellement du temps. Le formalisme 
hamiltonien est une alternative au formalisme lagrangien pour la description d'un 
système mécanique. A la place des vitesses généralisées du formalisme lagrangien, 
il utilise les impulsions généralisées ! définies par : 


d ; 
pi == L(q,g,t) (4.1) 
04; 
En théorie, on peut revenir aux vitesses généralisées 4(q,p,t) à partir de ces impul- 
sions 2, en inversant ces dernières relations. Dans ce nouveau cadre, l'état d'un 


système est défini grâce à la donnée de ses n coordonnées généralisées q et ses 
n impulsions généralisées p, c'est-à-dire par un point (q,p) dans un espace à 
2n dimensions, appelé espace de phase. 


4.2. LA FONCTION DE HAMILTON 


Les équations de Lagrange qui découlent du lagrangien sont complètement équi- 
valentes aux équations de Newton. Pour un système à n degrés de liberté (sans 
contraintes), elles constituent un ensemble de # équations différentielles couplées 


1 On utilise aussi le terme variable conjuguée de la coordonnée généralisée. Notons que l'on 
doit bien distinguer impulsion et quantité de mouvement. 


2  Remarquons que le produit d'une coordonnée par une impulsion a toujours la dimension 
d'une action. 
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du second ordre en q. Dans le nouveau formalisme, on définit une fonction, appelée 
fonction de Hamilton (ou hamiltonien), qui dépend des variables indépendantes 
coordonnées q et impulsions p, et éventuellement du temps, comme la transformée 
de Legendre du lagrangien : 


H(q,p,t)=p.q4(,p,t)-E(q,4(q,p;t),t) (4.2) 


Dans cette expression, toutes les vitesses généralisées ont été exprimées en fonction 
des impulsions et coordonnées 4(q,p,t), grâce à l'inversion de (4.1). Rappelons aussi 


que p.4 signifie p.q = D , Pi di. Ainsi le hamiltonien dépend d'un point de l'espace 
de phase, et éventuellement du temps. 


La mécanique se formule de façon équivalente soit grâce au lagrangien, soit grâce 
au hamiltonien. Si c'est le hamiltonien qui est connu, on retrouve facilement le 
lagrangien grâce à la transformation de Legendre inverse. On commence par déter- 
miner les vitesses par 4 = 0,H(q,p,t), qui par inversion donne p(q,q,t). Le lagran- 


gien s'en déduit facilement par la transformation de Legendre : 


L(q,q,t)= q.p(q,q,t)- H(q,p(q,4,t),t) 


> Quelques exemples ? intervenant fréquemment 


e Une particule à une dimension soumise à une force dérivant d'un potentiel 
L(g,9,1)= mg? /2-V(41)e H(q,p,t)=p? /(2m)+V(,8) 
+ Un pendule composé 
L(6,8)= 16? /2+mgcos0 <> H(,p)=p? /(21)-mgcos8 
e Une particule chargée dans un champ électromagnétique, en régime non relativiste 
LÉ, = mr? /2 + q (FA, -U(,)) H(F,p,0 
= (5-4 6,0) /@m)+ qu, 
+ Une particule chargée dans un champ électromagnétique 
LEF 1) = met #2 /c2 à al ÀÂG,)-U(F,0) 6 (HE,5, -qu(r,b) 


(5-0, A(,t 2 2 =m2ct 
(5-4. A(F,t) 


3  Remarquons que l'expression H =T +V, quoique courante, n'est pas systématique. 
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4,3. LES ÉQUATIONS DE HAMILTON 
L'évolution temporelle du système est régie par les équations de Hamilton : 


; 0 : 0] 
ie— H(q, :) ; im — —— HA >Pit) 4.3 


Elles remplacent les équations de Lagrange. Dans ce cas, elles constituent un système 
de 2n équations différentielles couplées (on a doublé le nombre), mais seulement 
du premier ordre en (q,p). On peut les voir aussi comme donnant en chaque point 
de l'espace de phase (q,p) le vecteur vitesse (4,p) capable de construire toutes les 
trajectoires (q(t),p(t)). On appelle une de celles-ci (qui dépend des conditions initi- 
ales) un flot du système. 


On peut compléter ces équations par : 


dH(q(t),p(t),t) _ 0H(q,p,t) : dL(q,q,t) 44) 
dt of dt | 


Ainsi, si la fonction de Hamilton ne dépend pas explicitement du temps, il existe une 
intégrale première : l'énergie. On dit dans ce cas que le système est autonome ou 
conservatif. L'énergie est la valeur prise par le hamiltonien sur la trajectoire considé- 
rée : elle dépend évidemment des conditions initiales. 


H(q(t),p(t)) = E (4.5) 


4.4, LE THÉORÈME DE LIOUVILLE 


Le flot possède la propriété d'être incompressible : toute surface fermée dans l'espace de 
phase conserve à chaque instant son hypervolume. 


Ceci est une formulation succinte du théorème de Liouville. Dans le cas le plus 
simple d'un système à un degré de liberté, pour lequel l'espace de phase est à deux 
dimensions, l'hypervolume 4 est simplement l'aire et le théorème de Liouville est 
souvent nommé théorème de conservation de l'aire. 
Grâce au théorème de Liouville, on déduit un autre théorème important : celui du 
retour de Poincaré. Il se formule de la façon suivante : 
Pour un système autonome évoluant dans un espace de phase fini, alors dans tout domaine 
de cet espace de phase, aussi petit soit-il, il existe au moins deux points appartenant à la 
même trajectoire. 


4 Une définition correcte de l'hypervolume dansle cas généralest un peu compliquée etnous 
entraînerait trop loin. 
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4.5. SYSTÈME AUTONOME À UN DEGRÉ DE LIBERTÉ 


Nous sommes dans le cas d'un espace de phase à deux dimensions. L'intégrale pre- 
mière de l'énergie (4.5) donne immédiatement le flot déterminé grâce à l'intégrale 
première H(q,p)=E. L'ensemble des courbes p(q,Ë), qui s'en déduisent, pour des 
familles de valeurs différentes de l'énergie s'appelle le portrait de phase du système. 
Suivant les valeurs de l'énergie, on distingue en général plusieurs régimes de compor- 
tement, séparés par des courbes spéciales nommées séparatrices. 

Il existe des trajectoires qui se réduisent à un point fixe (point d'équilibre) : p= 
—d,H(q,p)=0 ; ce sont des extrema du potentiel. Au voisinage de ces points il 
existe deux types de comportement : 


+ S'il s'agit d'un minimum du potentiel, le portrait de phase est formé de courbes 
fermées emboîtées les unes dans les autres qui ressemblent d'autant plus à des 
ellipses qu'on est proche du point fixe ; on parle de point elliptique ou noeud 
stable. 


+ S'il s'agit d'un maximum du potentiel, on a affaire à un point d'équilibre instable ; 
le portrait de phase est formé de courbes ressemblant d'autant plus à des hyper- 
boles qu'on est proche du point fixe ; on parle de point hyperbolique. 


On peut avoir le temps en fonction de la coordonnée (inverse de la loi horaire) et de 
l'énergie par une intégrale : 


g 
à=0,H(qp)—1-t0 = [dq/0,H(q,p) (4.6) 
40 


où, après avoir obtenu la dérivée partielle d,H, on remplace p par son expression 
en fonction de q et E selon (4.5). 


4.6. SYSTÈME HAMILTONIEN PÉRIODIQUE 
À UN DEGRÉ DE LIBERTÉ 


Comme pour tous les phénomènes périodiques, il est avantageux d'observer le 
système à instants répétés avec la même période T. C'est le principe de la strobosco- 
pie. Dans notre cas, cela consiste à préciser la coordonnée et l'impulsion une seule 
fois à chaque période. Ainsi, dans l'espace de phase, on aura une application qui fait 
passer du point 4,-1,p,-1 au temps f,_j au point q,(q5-1,Pn-1)Pn(n-1Pn-1) au 
temps t, =f,_1 + T.Si le système revient à son état initial au bout de r périodes, on 
dit que l'on a un point fixe d'ordre r. Au voisinage d'un point fixe (d'ordre 1 pour 


5 On laisse de côté d'éventuels points selles. 
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simplifier l'écriture 6), un faible écart (£,_1,n,_1) au point fixe se traduit, une péri- 
ode plus tard, par un écart (£,,n,) qui dépend linéairement de l'écart initial. Cela 
se traduit par une matrice de déterminant unité, dite propagateur : 


G,"#) 


On peut montrer les propriétés suivantes. Si les valeurs propres du propagateur sont 
complexes ou si, ce qui est équivalent, la valeur absolue de la trace de cette matrice 
est inférieure à 2, l'excursion autour du point fixe restera limitée. Dans l'espace de 
phase les points successifs viendront se placer au voisinage d'une ellipse. C'est un 
point fixe elliptique ou point fixe stable. Nous en avons représenté un ci-contre (pour 
trois conditions initiales différentes), où nous avons montré la suite des points dans 
l'ordre d'examen stroboscopique. L'ellipse sera remplie au bout d'un nombre infini 


(4.7) 


n-1 


de périodes. 


Figure 4.1 


Figure, dans l'espace de phase, 
décrite par les positions 

d'un système au fur et à mesure 
des percussions ressenties. 

Cas de valeurs propres complexes 
de module 1 pour le propagateur. 


Si les valeurs propres du propagateur sont réelles ou si la valeur absolue de la trace 
de cette matrice est supérieure à 2, les points se placent sur une hyperbole. Partant 
d'un point sur une des asymptotes le point suivant se rapprochera du point fixe 
dans une progression géométrique. C'est la direction convergente du point hyper- 
bolique. Partant de l'autre il y a éloignement du point fixe avec la raison inverse. 
Un écart initial non singulier ne pourra qu'augmenter. On dit qu'on a affaire à un 
phénomène de résonance paramétrique. C'est un point fixe instable. Nous avons 
représenté ci-contre un tel point hyperbolique. On remarque que l'ordre strobosco- 


6 Pour un point fixe d'ordre r,on peut toujours se ramener à ce cas en envisageant la puis- 
sance 7 de l'application originale. 
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pique saute alternativement d'une nappe à l'autre. C'est la conséquence du fait que 
les valeurs propres sont négatives. 


Figure 4.2 


Même situation que la figure 4.1, 
dans le cas d'un propagateur 
possédant des valeurs propres 
réelles négatives. 


La transition entre ces deux comportements se fait pour une trace de valeur abso- 
lue 2. Il existe une direction privilégiée. Au voisinage du point fixe, les appliqués 
successifs dérivent régulièrement sur des parallèles à cette droite. 
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Problèmes : énoncés 


4.1. CHARGES ÉLECTRIQUES PIÉGÉES PAR DES CONDUCTEURS 
[SOLUTION ET FIGURE P. 172] CE] 


Un problème intéressant d'image électrostatique. 

Une charge électrique q, influence une paroi conductrice plane infinie qui l’attire. 
Tout se passe comme si elle ressentait l'attraction d’une charge électrique opposée 
placée symétriquement par rapport à la paroi (image électrostatique). Pour une 
paroi plane, la composante du mouvement parallèle à la plaque, rectiligne uniforme, 
est sans intérêt. On s'intéresse donc uniquement au mouvement perpendiculaire, 
sur un axe XX ; cet axe coupe la plaque au point O et on repérera la position M de 
la charge par la coordonnée généralisée x = OM. La particule, lâchée sans vitesse 
initiale du point À tel que a=OÀ, accélère et se précipite sur la paroi dont le rôle 
est de provoquer une réflexion avec inversion instantanée de la vitesse. 


Donner la force d'attraction de la plaque sur la particule chargée. En déduire le 
potentiel auquel elle est soumise. 

Construire le hamiltonien et donner une intégrale première. Tracer le portrait de 
phase. On prendra aussi en compte le cas de particules venant de l'infini (a = ce). 
Trouver la période des oscillations qui piègent la particule. On retrouvera la formule, 
ou on consultera une table d’intégrales (ou une version numérique comme Mathema- 


4 
; 2 ; . 1 
tica), ou,en désespoir de cause, … la relation fax (2 E 1) = Sa 72, 
Ô X 4 
4.2. SYMÉTRIE DE LA TRAJECTOIRE [SOLUTION ET FIGURE P. 173] = 


Une propriété géométrique simple de la trajectoire. 


Dans un champ de force central, on considère la trajectoire plane d’une particule de 
masse #1 (ce peut être une seule particule dans un centre de force ou la particule 
de masse réduite m pour le problème à deux corps). Cette trajectoire, exprimée en 
coordonnées polaires p(@), est supposée bornée par les deux points tournants p,,:, 
et Pinax de la variable radiale. 


Montrer qu'aux points tournants de la trajectoire, la vitesse de la particule est perpen- 
diculaire au rayon vecteur. 

On définit comme d'habitude la quantité u(6) = 1/ p(6). On peut toujours convenir 
de choisir l’axe de référence de l’angle polaire comme confondu avec le rayon vec- 
teur d’un point tournant ; ainsi $ = 0 au point tournant. Montrer qu’en ce point, la 
condition de la question 1 signifie #’(0) = 0. 

Soit w(d) = u(-@) la fonction obtenue à partir de u par une réflexion par rapport à 
l'axe. Montrer que la fonction w(p) obéit à la même équation de Binet que la fonc- 
tion u(d). 
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Compte tenu des conditions des questions 2et3, montrer que æw(6) = 4(6) V6. 

En déduire que la trajectoire est symétrique par rapport aux rayons vecteurs des 
points tournants. En conclure qu’on peut obtenir la totalité de la trajectoire par la 
connaissance unique de celle-ci entre deux points tournants consécutifs. 

Montrer que ces conclusions peuvent s'étendre au cas d’une équation différentielle 
du mouvement en 4 plus générale que celle de Binet (comme celles des problèmes 3.2 
ou 3.15), à condition qu’elle ne contienne pas de dérivée d'ordre impair. 


4,3. HAMILTONIEN DANS UN RÉFÉRENTIEL TOURNANT 
[SOLUTION P. 175] CE 


Ce problème est le prolongement naturel du problème 2.8. 

Une particule (ou un ensemble de particules) de masse #1 est étudiée dans un réfé- 
rentiel tournant autour de l’axe OZ, avec la vitesse angulaire o= wo. Nous avons 
démontré dans le problème 2.8 que le potentiel des forces d'inertie était V =-@: L 


-Lm(& A F?, où L est le moment cinétique autour de O. 


Déterminer les impulsions en prenant comme coordonnées généralisées les coordon- 
nées cartésiennes X,Ÿ,Z ou cylindriques p,w,2Z, par rapport à ce référentiel. Pour 
se simplifier la vie, on prendra l’axe Z le long du vecteur de rotation &@. 

Faire la transformation de Legendre sur le lagrangien en supposant qu'il n’y a pas 
d'autre force. Montrer que l'on obtient H = Ho -&@-L. 


On remarquera que le terme centrifuge est caché dans le moment cinétique. Cette expression 
est à utiliser avec prudence : elle n'est pas valable pour un choix arbitraire des coordonnées. 


4.4. FLOTS HAMILTONIENS IDENTIQUES [SOLUTION ET FIGURE P. 176] = 
Des hamiltoniens différents peuvent conduire aux mêmes trajectoires. 


Soit un hamiltonien autonome H(q,p) et gq(t),p(t) une trajectoire correspondante 
dans l’espace de phase, d'énergie E. On considère une nouvelle fonction de Hamilton 
K(q,p), qui est une fonction arbitraire du hamiltonien original K(q,p) = F(H(q,p)). 
On note 4(#),p(#) les trajectoires correspondantes d'énergie F(E). 


Montrer que celles-ci sont identiques aux précédentes mais parcourues avec une loi 
horaire différente. 


Cela signifie que les flots des fonctions de Hamilton H et K sont identiques. 


4,5. LE VECTEUR DE RUNGE-LENZ [SOLUTION ET FIGURE P. 177] CL 
Un vecteur constant bien particulier. 


On considère le mouvement d’une particule de masse #1 dans un champ de force 
central dont le potentiel est donné par v(fr)). 
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> Généralités 

Montrer que le hamiltonien du système est H(r,p)= . +V(r). 
m 

Donner les équations de Hamilton. Que représentent-elles ? 


jte den d'fr\ ee - Lips Less 
Montrer l'égalité suivante [7 =- sl A(FA F)]. 


Dans le cas d'une force centrale, il est bien connu que le moment cinétique 6 =FAp 
est une constante du mouvement. 


A l'aide des questions 2 et 3, montrer la relation LG AG)= nf Ë(?), où 
r 
/ 


dV(r) 
r 


fo=-Ÿ 


est la valeur de la force centrale le long du vecteur unitaire r 


> Cas du problème de Kepler 
On se place à présent dans le cas du problème de Kepler attractif: V(r)=-K /r(K >0). 


Démontrer que le vecteur C= pAG-mKF /r,appelé vecteur de Runge-Lenz, est une 
intégrale première. 

Montrer que ce vecteur est contenu dans le plan de l'orbite. 

En choisissant l'axe de référence de l’angle polaire © le long du vecteur C, montrer 


2 _ynkr. 


la relation Cr cos d = 6 
En vous basant sur la question précédente et l'équation générale de la trajectoire, 
montrer que C est orienté le long du rayon vecteur correspondant au périhélie, et 
qu'il est relié de façon simple à l’excentricité e. 

Le problème d’une particule dans un champ de force fait apparaître six constantes 
du mouvement (par exemple les trois composantes de la position et de la vitesse 
initiales). En fait, une de ces informations concerne la loi horaire, par exemple le 
temps de passage au périhélie. Il reste cinq constantes indépendantes concernant 
l'orientation, la forme et la taille de la trajectoire. Or nous en avons déterminé sept, 
à savoir l’énergie E,les trois composantes de G et les trois composantes de C. Il doit 
exister deux liens entre ces quantités. Déterminer ces liens. 


4.6. PLUS RAPIDE ET PLUS ÉCOLOGIQUE QUE LE CONCORDE 
[SOLUTION P. 180] CE 


Une solution efficace au problème des transports ! 


On considère la Terre comme une sphère de rayon R7 =6371 kilomètres, de densité 
de masse uniforme. On note g =9,81 m xs? l'accélération de la pesanteur au niveau 
du sol. On imagine le percement d’un tunnel rectiligne entre deux points À et B 
quelconques de la surface terrestre, qui rejoigne par exemple Paris à Tokyo (voir 
figure 4.3). On imagine toujours un wagon qui roule sans frottement dans ce tun- 
nel. Partant de Paris, sous l’action de la pesanteur, il va accélérer puis, parvenu à 
sa distance de moindre approche R du centre © de la Terre, il va décélérer. A-t-il 
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une vitesse suffisante pour remonter jusqu’à Tokyo ? Si oui en combien de temps ? 
On négligera l'effet de rotation de la Terre. Ce problème donne une réponse à ces 
questions. 


Figure 4.3 


Tunnel rectiligne percé entre 

Paris et Tokyo. Le wagon est repéré 

par sa coordonnée x le long du tunnel, par 
rapport au centre de celui-ci. 

Sa distance au centre de la Terre est notée r. 


1 Calculer le champ de gravité G(r) en un point intérieur à la Terre à une distance r 
de son centre. 

2 Calculer le potentiel V(r) en ce même point. 

3 Comme coordonnée généralisée x, vous prendrez la distance du wagon au milieu du 
tunnel. Donner (à une constante près) l'énergie potentielle du wagon de masse #1 
en fonction de x. Ecrire le hamiltonien du système. En déduire les équations de 
Hamilton, puis l'équation différentielle pour x(#). 

4 Résoudre cette équation pour un départ de Paris à vitesse nulle. Combien de temps 
dure le trajet ? Montrer que celui-ci est indépendant des points À et B. 

5 A titre d'amusement calculer la longueur du tunnel Paris-Tokyo ainsi que la vitesse 

atteinte à mi-parcours. On donne la latitude et la longitude des deux villes : Paris 
(48,52°N, 2,2°E), Tokyo (35,42°N, 139,46°E). 
Indication — Attention ! L'accélération de la pesanteur dépend de la distance au centre 
de la Terre où elle est nulle. Pour connaître cette dépendance, utiliser l'analogie avec 
le champ électrique dans une sphère uniformément chargée. En déduire l'énergie 
potentielle. Vous devez retrouver “l’inusable” oscillateur harmonique. 


4.7. HAMILTONIEN D'UNE PARTICULE CHARGÉE [SOLUTION P. 181] sun 
Un peu de covariance de Lorentz. 

Montrer que, pour une particule, de masse 1#, de charge 4, dans un champ électro- 
magnétique (U,A), les fonctions de Hamilton suivantes conduisent aux équations 
du mouvement connues, à savoir que la dérivée par rapport au temps de la quantité 


de mouvement 7 = p- qÀ est égale à la force de Lorentz e[Ë +0 A B] dans les deux 
cas suivants. 


1 Dans l’approximation non relativiste pour laquelle la fonction de Hamilton est H = 
(p- q A} / Qi) + qu. 
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2 Dans le régime relativiste pour lequel la fonction de Hamilton est donnée par 
2 {> 4\ 2 _,2 4 
(H - qu) (5 -qcÀ) ct =mc". 
Les questions suivantes ne pourront être résolues qu'après avoir suivi le cours de relativité. 


Il est plus élégant d'écrire le formalisme hamiltonien de façon covariante. Dans ce 


but, on utilise les quadrivecteurs contravariants suivants: g" =(ct,4)= (ct,r); 
ph=(E/c,b); A ={(U /c,À) ; dans ce problème, la métrique de Minkowski? est 
donnée par gl = Suv = Sun dpv : g' =1=-g%;;2=1,2,3 et le changement de qua- 
drivecteurs covariants/contravariants correspondants V, = gi VF, VF = gl. 


3 Vérifier que les équations du mouvement s'écrivent : 


CR te CR DEL AO ee 
dt m Fr. Æ m du 


où test le temps propre défini par dt? =(1- 4? /c?)dt?. 

Pour assurer la covariance du formalisme on suppose que le quadrivecteur g* = (ct,%) 
dépend d'un paramètre continu @, que l'on identifiera plus tard au temps propre, 
et on note g = dq" / do. Il est naturel de définir l'impulsion conjuguée par la 
formule habituelle (prendre garde aux indices ; la dérivée par rapport à une compo- 
sante contravariante est une composante covariante) : p, = dL / dq'*. Encore faut-il 
partir d'un lagrangien, qui est un invariant relativiste, correct qui conduise aux 
bonnes équations du mouvement. On pourrait le définir de façon standard par 
Î-mcds-q, (dt - À-di) = [L(g",q"")do. Il est plus simple de partir de l'expression, 
justifiée a posteriori, L(q",q"*)= mg qi + qq Al (les adeptes de la convention 
d'Einstein pourront se dispenser de faire apparaître le signe somme). 


4 Donner l'expression des impulsions. Montrer que si on interprète le paramètre © au 
temps propre T1, alors p, représente l'impulsion traditionnelle des questions 2 et 3. 

5 Calculer la fonction de Hamilton H(q*,p"). Retrouver les équations covariantes de 
Hamilton. Cet hamiltonien est indépendant de la variable d'intégration ® ; sa valeur 
doit être une constante. Ajuster cette constante pour que le paramètre & s'identifie 
au temps propre T. 


7 Très souvent on trouve la métrique opposée. La physique est évidemment indépendante 
de la métrique. Le choix utilisé ici permet d'avoir une interprétation plus naturelle du 
signe des impulsions si on les définit avec la recette habituelle basée sur un lagrangien. 
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4.8. LE PREMIER INVARIANT INTÉGRAL [SOLUTION ET FIGURE P. 184] = 
L'invariant intégral le plus simple de la théorie de Cartan 8. 


Pour un système à un degré de liberté, l'aire délimitée par un lacet qui dérive selon 
le flot reste invariante. Nous voulons généraliser ce cas à n degrés de liberté. Pre- 
nons un point (4,p) et un point infiniment voisin (q+e,p +1). Le flot de dt déplace 
ceux-ci respectivement en (g”’,p’) et (g’+e’,p'+n). 


Montrer que : 


ei =e;+dt 25: Mn + End et n=n;-dt 2e: Dani + Zn, dei A 


Prendre, de même, un autre point infiniment voisin (q+7Y,p+56) et développer, en 
ne gardant que les termes au premier ordre en dt, la quantité Y(e/8’ - n{y;). En 


Î 
déduire que la somme des aires orientées projetées sur chaque plan (q;,p;) est un 


invariant : $p -dq = Cte. 
r 


4.9. QUID DES SYSTÈMES NON AUTONOMES [SOLUTION P. 186] = 
Une utilisation possible du temps comme coordonnée généralisée. 


Pour être simple, limitons-nous au cas d’un système non autonome à une dimen- 
sion ; sa fonction de Hamilton est H(q,p,t). Il est loisible de considérer le temps { 
comme une coordonnée à part entière avec une impulsion associée notée p,. Soit la 
fonction de l’espace de phase élargi A(q,t,p,p4) = H(q,p,t)}+p. Elle correspond à 
un système autonome à deux dimensions à présent. 


Ecrire les équations du flot et interpréter le paramètre du flot ainsi que l'impulsion p,. 
2 Le pseudo-hamiltonien A(q,t,p,p,) est autonome ; quelle est sa valeur le long du 
flot ? 


4.10. LE PENDULE INVERSÉ [SOLUTION ET FIGURE P. 187] EuE 


Une façon inhabituelle de manier un pendule ! ou comment stabiliser un pendule au voisi- 
nage de sa position d'équilibre instable. 


Un pendule simple de longueur /, de masse m, peut-il rester au voisinage de sa 
position d'équilibre instable ? 


8 Pour les systèmes hamiltoniens, CARTAN a montré qu'il existe # invariants intégraux. 
L'hypervolume total, intervenant dans le théorème de Liouville, en est un. Dans ce pro- 
blème, nous en présentons un autre assez simple. 
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Oui, si on donne à son point d’'articulation À un mouvement périodique vertical z(f) 
bien choisi. Un mouvement sinusoïdal rend les calculs très complexes. Montrons 
cette propriété pour un mouvement périodique de À qui, bien que peu réaliste, 
rend très faciles les calculs. Il consiste à remplacer une arche de sinusoïde par une 
arche de parabole. 


Ce mouvement est précisément le suivant sur une période. Pendant la première 
demi-période égale à T', le point de suspension suit la loi z(4) = at(t—T)/2. Revenu 
à sa position d'origine z=0, il y a renversement instantané de l'accélération (la 
position et la vitesse ne présentent pas de discontinuité) et pendant la seconde 
demi-période la loi est z(f)=a(t-T)(2T -t)/2 qui replace le point À dans les 
mêmes conditions qu’à l'origine. Le paramètre 4 est choisi positif. Le cycle recom- 
mence (voir figure 4.4) ensuite. On choisit comme coordonnée généralisée l’angle 8 
entre la tige du pendule et la verticale ascendante. 


Figure 44 T 2T Ü 


Loi du mouvement z(t) imposée au 
point d'articulation du pendule. 


Par le formalisme de Lagrange ou de Hamilton, retrouver l'équation /8 = (2+ g)sin6. 

On se place au voisinage de la position d'équilibre statique instable, c'est-à-dire 8 
petit. Etant donné 89,89 au passage par z = 0 au temps origine du point À, donner 
9’,9’ à la fin de la période d'accélération, c’est-à-dire à z = 0 après le temps T. On 
introduira la pulsation propre du pendule @5 = \/s g /T'et la pulsation en présence 


de l'accélération @ = /(a+g)/1 = woV(a/ g)+1. 


Partant de ces valeurs 8’,6’, donner 6,,6; après la deuxième phase du mouvement 
lorsque z =0 après le temps 2T. Justifier qu'il ne peut y avoir stabilité que si a>g, 
cas auquel nous nous restreindrons par la suite. On introduira la nouvelle pulsation 
Q= J(a-g)/1 = &9)(a/9)-1. 

Calculer la matrice du propagateur K, qui fait passer de 89,60 à 81,81 sur une péri- 
ode complète. Vérifier la conservation de l'aire dans l'espace de phase (8,8). Pour 
étudier la stabilité, on se basera sur les propriétés de la trace du propagateur, ainsi 
que cela est mentionné dans les rappels de cours. Donner cette trace. 

Essayer de justifier que les régions de stabilité correspondent à QT =(n+1/2)r (n 


entier). Utilisant une calculette ou un micro-ordinateur, regarder la possibilité de 
domaine de stabilité en fonction de 4 / g. Pour cela, on procèdera par approxima- 


tions successives pour chercher à réaliser la condition |Tr(K)| = 2. 
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4.11. LE PIÈGE DE PAUL (PAUL TRAP) [SOLUTION ET FIGURE P. 189] CL 
Une façon de piéger des particules chargées dans un champ électrique dépendant du tenips. 


Nous avons vu (se reporter au problème 2.10) que l'on peut confiner dans une région 
de l'espace une particule, de masse #1 et de charge électrique qe, avec le piège de 
Penning. Dans celui-ci, la géométrie du champ électromagnétique assure le confine- 
ment selon l'axe de révolution. L'instabilité transversale est rattrapée par un champ 
magnétique assurant une dérive de la charge le long des équipotentielles. 


Le piège de Paul est une solution alternative à ce type de piégeage, avec la même 
géométrie du champ électrostatique mais sans champ magnétique. Comme nous 
allons le voir le confinement est assuré par un potentiel périodique ?. La forme du 


potentiel scalaire (on suppose un potentiel vecteur nul À = 0) est donnée par : 


U(x,y,2,t)= ÆUo(x2 + 2 -222)cos(ot) 


Donner les trois équations différentielles du 2° ordre pour les trois fonctions x(#), y(E), 
z(t). On fera un traitement non relativiste et on utilisera de préférence le formalisme 
hamiltonien. 


Vous constatez que les trois mouvements se découplent. Chaque équation différenti- 
elle appartient à un ensemble plus général de type d'équations différentielles, appe- 
lées équations de Mathieul0. Celles-ci n'ont pas de solutions littérales et il n'est pas 
évident a priori qu'une force proportionnelle à la distance, mais qui change périodi- 
quement de signe, puisse donner lieu à une solution confinée dans l'espace. 


Pour mieux comprendre comment cela est possible en évitant un traitement rigou- 
reux compliqué, simplifions la dépendance en temps en supposant que le potentiel 
est de type “créneau”, passant périodiquement de la valeur constante Up / 2 sur une 
demi-période T /2=n/, à la valeur constante — Uo / 2 sur l'autre demi-période. 


Donner sous forme de matrice “propagateur” la relation entre la position et l'impul- 
sion selon les trois axes durant la demi-période où le potentiel est positif. Faites de 
même pour l'autre demi-période. Vérifier dans tous les cas la conservation de l'aire. 
En déduire la relation ‘propagateur sur une période” liant les valeurs de la position 
et de l'impulsion selon x sur une périodell entière. Faire de même pour la position 
et l'impulsion selon z. 


9 Notons qu'un tel potentiel ne satisfait qu'approximativement les équations de Maxwell, 
de façon d'autant meilleure que la fréquence est faible. 

10 Pour une étude détaillée des équations de Mathieu, le lecteur intéressé peut consulter 
l'ouvrage suivant : R. CAMPBELL, Equation de Mathieu, Masson. 

11 Cette façon d'examiner les systèmes seulement à chaque période (stroboscopie) sera utili- 
sée dans le chapitre 8. Les points de l'espace de phase pour chaque période forment ce que 
l'on appelle une section de Poincaré. 
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4 On suit à présent la démarche adoptée dans le problème 3.13 du pendule inversé : 
cette matrice peut être diagonalisée. Si ses vecteurs propres sont complexes, l'origine 
de l'espace de phase est un point elliptique et la charge reste confinée. En utilisant 
la propriété usuelle sur la trace de la matrice, donner la relation entre les paramètres 
pour qu'il y ait confinement. 

5 À l'aide d'une représentation graphique d'une courbe appropriée et de la résolution 
d'une équation transcendante, en déduire une condition numérique approximative 
sur les paramètres pour qu'il y ait confinement dans les trois directions. 


Remarque - Pour une variation dans le temps harmonique, grâce aux propriétés des 
solutions de l'équation de Mathieu, la condition exacte est : 2q,Un / mo? <0,4539. 


4.12. LUMINEUSES ÉQUATIONS DE HAMILTON [SOLUTION P. 192] CE 
Loi de Snell-Descartes et systèmes optiques. 


On considère un milieu optique particulier, en ce sens que l'indice de réfraction # 
ne dépend que de la distance p à un axe donné, l’axe OZ par exemple. Vous pouvez 
imaginer une fibre optique à gradient d'indice. Donc les lignes parallèles à Oz, à 
une distance p, sont des lignes d’iso-indice n(p). 


Une trajectoire lumineuse dans un plan passant par l'axe de révolution est décrite 
par une équation p(z). Celle-ci est donnée par le principe de Fermat qui est un prin- 


cipe de moindre action ; il stipule que le chemin optique entre deux points À et B 
B k : | 

fixés, Lopt = J ; n(p)ds, est extremum le long de la trajectoire lumineuse entre ces 

deux points. On notera par i(p}, comme d'habitude, l'angle entre la trajectoire et la 

normale aux lignes d’iso-indice. 


1 Exprimer le chemin optique comme une intégrale fonctionnelle sur la variable z.Par 
analogie avec une action en mécanique classique, donner le “lagrangien” L(p,p”) de 
l’onde lumineuse, en prenant p,p” = dp / dz comme “coordonnée” et “vitesse”, et z 
comme “temps”. 

2 Donner l'expression de sin(i(p)) et cos(i(p)) en fonction de p’. 

3 Donner l'expression de l'impulsion p, conjuguée de p. Donner un sens physique à 
cette impulsion. 

4 Faire la transformée de Legendre pour obtenir le hamiltonien. 

5 Trouver une intégrale première et retrouver la loi de Snell-Descartes. 

6 Ecrire les équations de Hamilton. 


Comme application à la question 5, on suppose que l'indice décroît avec la distance 
à l’axe de symétrie. On peut, dans ces conditions, développer l'indice en puissances 
de p et se limiter à l’ordre le plus bas, ce qui donne : #(p) = n9 — ap? (a est une cons- 
tante supérieure à 0, caractéristique du milieu optique). Nous considérons l’ensemble 
des trajectoires lumineuses possibles qui sont émises d’une même source placée sur 
l'axe OZ que l’on pourra situer à l’origine ©. On a donc, pour toutes les trajectoires, 
p(0)=0. Les trajectoires diffèrent par l’angle d'émission, que l’on supposera petit 
(p'’(0) << 1), par rapport à l’axe de symétrie. 
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7 En dérivant l'intégrale première trouvée dans la question 5 et en restant cohérent 
dans le développement limité, donner l'équation différentielle que satisfait p(z). 

8 Montrer que toutes ces trajectoires se recoupent en un point unique Î de l'axe 
{image de O par le système optique, qui peut être virtuelle). Donner la distance OI 
en fonction des caractéristiques du système. 


Note — La conservation de l'aire dans un système hamiltonien a un pendant en optique 
géométrique. Prenons, par exemple, un microscope devant lequel on pose un objet 
d'extension spatiale dxQ, qui possède une extension en impulsion dp, (liée à l'angle 
d'émission des rayons vers l'appareil optique) ; à la sortie du microscope les rayons 
lumineux venant de l’objet forment sur la rétine une image d'extension dx; et 
d'impulsion dp;. Celle-ci résulte du flot hamiltonien de l’objet et la conservation de 
l'aire impose dx;dp; = dxodpo. L'extension de l’objet nous est fixée par notre étude 
et l'impulsion dp; est limitée par la physiologie de l'œil (rapport du diamètre de la 
pupille sur la profondeur de l'œil). Le rapport dx; / dpo = dx / dp; nous est donc 
imposé. Pour avoir l’image la plus grande possible, on doit s'arranger pour avoir 
un dp, le plus grand possible. Celui-ci dépend de l'incidence des rayons à l'entrée 
du microscope que l’on cherche à rendre la plus grande possible, mais également 
de l'indice du milieu dans lequel on travaille qu'on a intérêt à choisir aussi le plus 
grand possible. 


4.13. L'APPLICATION DU BILLARD [SOLUTION ET FIGURE P. 194] CL 
Un problème pour les accros du jeu. 


L'étude du comportement d'une particule dans un billard et son analogue quantique, 
c'est-à-dire une particule enfermée dans une enceinte, a permis d'importants pro- 
grès en physique théorique. Pour un billard plan à deux dimensions, le problème 
est facile à décrire. La particule garde un mouvement rectiligne uniforme jusqu'au 
choc sur la bande, où elle repart avec la vitesse symétrique à la vitesse initiale par 
rapport à la normale à la bande au point de contact. La forme du billard est décrite 
par une équation mathématique ; on peut choisir sur la frontière un point de réfé- 
rence. Un point quelconque de la bande est donc déterminé de façon non ambiguë 
par son abscisse curviligne s. Il suffit, pour décrire le comportement du système, 
de connaître l'abscisse curviligne s, du choc #, ainsi que l’angle d'incidence i,. 
Autrement dit, dans un espace de phase à deux dimensions (s,i), l'évolution du 
système sera représentée par une succession de points (5,,i,) qui se déduisent les 
uns des autres par une application. 


Comment relier l'étude d’un billard aux notions développées dans le chapitre 4 ? 
C'est d’abord un système mécanique à deux degrés de liberté qui définissent sa 
configuration. Dans la région interne, on a l'énergie cinétique comme hamiltonien ; 
la boule ne subit aucune force et possède une trajectoire rectiligne. Au voisinage des 
bords, la force de rappel est infinie. A proprement parler, il n’y a pas de fonction de 
Hamilton. Nous pouvons cependant imaginer un potentiel qui, sans être discontinu, 
varie très rapidement ; ainsi la boule rebondit sans perte d'énergie. L'espace de 
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phase a quatre dimensions. Il nous est impossible de le visualiser entièrement ; 
une manière de l’étudier est de l’examiner chaque fois que la boule rebondit et le 
couple (s,,i,) forme un espace de phase à deux dimensions. Dans ce problème, 
nous allons montrer que l'impulsion associée à la coordonnée 5, est le sinus de 
l'angle p, = sin(i,). Nous vérifierons que, dans cet espace, l’aire est conservée 
dans les applications successives. Cette façon de perdre une partie de l'information 
(passage de quatre dimensions à deux dimensions), en se bornant à une partie de 
l'espace de phase — pour des raisons de représentation graphique -, s'appelle l'étude 
d’une section de Poincaré. Cependant, nous allons montrer qu'il reste quelque chose 
du théorème de Liouville : la conservation des aires. 


Pour cela, on considère la droite joignant les points s,_1 à 5, avec un angle de réfle- 
xion —i,.1, c'est-à-dire une impulsion p,,_1 =-sin(i,_1) et un angle d'incidence i, 
correspondant à une impulsion p,, = sin(i,). 


Au voisinage de chaque point de rebond, on simule la forme du billard par un seg- 
ment de droite, que l’on pourra considérer indifféremment comme la tangente en 
ce point ou comme la corde joignant ce point à un point très voisin. 


On considère d’abord une variation infinitésimale de l’abscisse de départ 65, à 
incidence constante. Calculer la variation d’abscisse curviligne 6s, et la variation 
d'incidence ôp, au choc suivant. 

On considère ensuite une variation infinitésimale de l'incidence 6p,,_ à abscisse 
curviligne constante. Calculer la variation d’abscisse curviligne 6s, et la variation 
d'incidence ôp,, au choc suivant. 

En superposant les petites variations élémentaires précédentes, écrire la matrice qui 


ôs ôs 
linéarise l'application, c'est-à-dire ê | = Mn) | , et montrer que son 
F n-1 


ñ 
déterminant est égal à l’unité ce qui correspond, comme on l’a déjà vu, à la conser- 
vation de l’aire dans l’espace de phase. 


4.14. DOUBLE PUITS PARABOLIQUE [SOLUTION ET FIGURE P. 196] Eu 


Une forme de potentiel relativement courante. 


Figure 4.5 


Potentiel en forme de double puits 
parabolique (ligne continue). Trois 
valeurs de l'énergie mécanique sont 
indiquées par une ligne discontinue. 


@ 
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Ce problème étudie le mouvement d’une particule de masse #1 sur un axe x’x, dans 
un double puits symétrique simulé par un potentiel très simple donné par (voir 
figure 4.5) : 

V{x)=c si hl>a ; V(x)=-Vo(x/ a)? si [xl < a 


Quel est le hamiltonien du système pour [x|< 4. Existe-t-il une intégrale première ? 


Il existe deux régimes distincts. 


> Premier régime E >0 


Quels sont les points tournants du mouvement ? 

Tracer le portrait de phase du système. 

Intégrer les équations du mouvement entre les deux points tournants, en supposant 
que la particule part du point tournant le plus petit au temps {=0. 

Quelle est la période du mouvement ? 


> Deuxième régime -W £<E <0 
Reprendre les questions 2 à 5. 


Que se passe-t-il sur la séparatrice E = 0 ? En particulier quel est le temps nécessaire 
pour aller de x=-a à x=0? 


Note — Ce type de potentiel, au moins dans sa forme, est très utilisé en mécanique quan- 


tique. Dans le cas E <0, il permet au système de passer d'un état lié dans un puits 
à un état lié de l'autre puits par effet tunnel. L'application à la molécule d'ammoniac 
est classique. 


4.15. STABILITÉ DES TRAJECTOIRES CIRCULAIRES 
DANS UN POTENTIEL CENTRAL [SOLUTION P. 199] CE] 


Cas classique d'un potentiel en loi de puissance. 


Prenons le cas du potentiel central attractif très simplel? V(p}=-Xx/p% (Au >0, & 
nombre réel quelconque). On se limite à l'étude des trajectoires dans le plan du 
mouvement. On se donne l'énergie E et le moment cinétique 6 de la particule (de 
masse réduite #1 dans le cas d’un problème à deux corps). On s'intéresse plus parti- 
culièrement aux orbites possibles en ne se souciant pas de la loi horaire sur celles-ci. 
En coordonnées polaires (p,6), l'équation de la trajectoire p(b) est donnée par une 
intégrale faisant intervenir le potentiel V(p). Hormis quelques cas particuliers, on 
ne connaît pas de formules analytiques permettant d’avoir accès à l'équation de la 
trajectoire. Il est souvent plus astucieux de raisonner sur la fonction #(6) = 1/p(). 


12 Les potentiels en loi de puissance sont d'une grande importance pratique comme base de 
certains potentiels effectifs. 
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: : 2m . k , 
Nous obtenons alors l'équation #2? +u? = <T(E-V(1 /u))}, qui n’est rien d’autre 
q > q 


que la formule intégrée de l'équation de Binet. L'équation se met alors sous la forme 
(Q > à ; | j Lonté 
E= nd + Veg(u). C'est l'équation d’un système autonome à un degré de liberté 
m 
pour lequel la variable $ remplace la variable f. 


Donner l'expression du potentiel effectif V,(u) et interpréter chacune de ses contri- 
butions. 

Utiliser cette analogie avec les portraits de phase pour trouver à quoi correspondent 
les orbites circulaires dont le centre est le centre de force. Quel est le rayon de ces 
orbites ? Donner le lien entre l'énergie totale et ce rayon ; quelle est la proportion 
de l’énergie cinétique et de l'énergie potentielle par rapport à l'énergie totale (théo- 
rème du viriel). 


Une petite perturbation peut modifier une de ces grandeurs et modifier la trajec- 
toire circulaire. Pour savoir ce qui va se passer, on peut imaginer de linéariser les 
équations. 


Quelle condition doit vérifier & pour que cette orbite circulaire soit stable ? Dans ce 
cas, par un développement de V,(u) limité au deuxième ordre en u, montrer que 
la trajectoire est comprise entre un périhélie et un aphélie. 

Toujours dans cette approximation harmonique, calculer l'angle A$ séparant les 
passages de la particule entre deux périhélies (ou deux aphélies). 

Toujours dans l'hypothèse de mouvements proches du mouvement circulaire, à 
quelle condition existe-t-il des trajectoires fermées ? Cas où &=n est un nombre 
entier. Vérifier en particulier que c’est le cas pour le potentiel harmonique à = -2 
et coulombien &=1. 


4.16. PERLE SUR LE CERCEAU [SOLUTION ET FIGURES P. 201] CE 


Un problème que l'on connaît bien, mais vu sous un autre angle et mise en évidence d'une 
symétrie brisée, la présence d'une bifurcation. 


On reprend l'exemple de la perle sur le cerceau étudié dans le problème 1.4, mais 
avec une rotation du cerceau à vitesse angulaire constante . 


Déterminer la fonction de Hamilton. Montrer qu'elle est indépendante du temps et 
donne donc lieu à l'existence d’une intégrale première, l'énergie E. 


Le système est à un degré de liberté : l’angle 8 de repérage de la perle sur le cerceau 
par rapport à la verticale orientée vers le haut, soumis à un potentiel effectif V,,(8), 
somme de l'énergie potentielle de pesanteur et de l'énergie potentielle centrifuge. Le 
but de ce problème est l'étude de ce système à l’aide des techniques de portrait de 
phase. 


Donner l'expression du potentiel effectif V,,(8). Montrer que c’est une fonction 
périodique symétrique par rapport à 0=7 que l’on peut se borner à étudier sur 
l'intervalle [0, x]. 


[°> 


11 


12 
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— 
[E =00 
Montrer que les points 6=0 et 6-7 sont des points d'équilibre instable et qu'il 
existe deux points d'équilibre stable en 6, et 27 -06,. Calculer 6, ainsi que la valeur 
du potentiel en ce point E,, = V,,(8,). 

Etudier le comportement du système pour une énergie E,, < E < —-mgR. Faire l’appro- 
ximation harmonique au voisinage de 6; pour une énergie légèrement supérieure 
à Ey. Donner la pulsation du système dans ce cas. 

Etudier le comportement du système pour une énergie —mgR < E < mgR. 

Etudier le comportement du système pour une énergie E > meR. 

Tracer le portrait de phase du système dans l’espace de phase, pour ces trois types 
de comportement. Celui-ci est similaire pour tous les potentiels de type “double 
puits”. 


> Cas de la rotation rapide © >. 


> Cas de la rotation lente 0 <@ <@ 


Montrer que, dans ce cas, le point 8 = 0 est un point d'équilibre instable et que 8=7 
est un point d'équilibre stable. 

Etudier le comportement du système pour une énergie —mgR <E <mgR. Faire 
l’'approximation harmonique au voisinage de 8-7 pour une énergie légèrement 
supérieure à —#gR. Donner la pulsation du système dans ce cas. 

Etudier le comportement du système pour une énergie E > mgR. 

Tracer le portrait de phase du système dans l’espace de phase, pour ces deux types 
de comportement. 

Tracer en fonction de la vitesse de rotation du cerceau les angles d'équilibre 
stables et instables. Le dédoublement de la position d'équilibre stable s'appelle une 
bifurcation. 


4,17. TRAJECTOIRES DANS UN CHAMP DE FORCE CENTRAL 
[SOLUTION ET FIGURES P. 204] CE] 


Equations relativistes pour le problème de Coulomb. 


Dans le problème 3.2, nous avons écrit l'équation différentielle qui détermine la 
trajectoire d’une particule chargée dans un champ de force central en prenant en 
compte les effets relativistes. Nous examinons dans ce problème le premier cas sug- 
géré, celui d'un potentiel électrostatique, avec le potentiel particulier de Coulomb 
V(p)=K /p. La constante K=q,q% / (4TE£o) peut être positive (potentiel répulsif) 
ou négative (potentiel attractif). Le problème de Kepler rentre dans ce cadre avec 
une constante négative (K=-Gmim). On utilisera l'énergie en unité de l'énergie 
2 

) 


de masse au repos de la particule £ =E / (mc”), le paramètre sans dimension relié 


au moment angulaire V=[K / (oc)}°, l'inverse du rayon vecteur en unité naturelle 


u =|K|/ (mc?p). 
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Mais quels types de trajectoires sont-ils possibles ? Pour répondre à cette question, 
l'utilisation du portrait de phase est un outil très pratique. En effet considérons l'angle 
polaire $ comme un temps, # comme une coordonnée et u”’= du / dd comme une 
impulsion. 

Tracer les portraits de phase. Commenter les types de trajectoires en fonction du 
caractère attractif ou répulsif du potentiel et en fonction de la grandeur du moment 
angulaire G. 

A titre d'application, on estimera les corrections relativistes sur l'énergie de l'atome 
d'hydrogène considéré comme un système lié d'un proton et d'un électron. Le proton 
est supposé immobile et détermine le centre de force ; on a K=-e? / (4rE0). On 
suppose que l'électron, de masse #1, décrit une orbite de rayon égal au rayon de 
Bohr 49 = h° /(m}K|) et on introduira la constante de structure fine à = |K|/ (ho). 
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Problèmes - solutions 


4,1. CHARGES ÉLECTRIQUES PIÉGÉES PAR DES CONDUCTEURS [ÉNONCÉ P. 157] 
Le système composé de la charge g, et du conducteur est équivalent à celui de la 
charge et d'une charge -gq, symétrique par rapport au plan du conducteur. C'est le 
principe des images électrostatiques qui nous convainc. Pour ces deux charges, le 
plan médiateur est à un potentiel constant, comme il se doit pour un conducteur. 
On ne s'intéresse qu'au mouvement sur la direction normale au plan ; en choisissant 
l'origine O sur le plan, cette normale sur laquelle évolue la particule est notée Ox, 
de vecteur unitaire ?. On prend comme coordonnée généralisée la distance du 
plan à la position de la charge : x = OM. La force F exercée par le conducteur sur 
la charge se résume à celle de la charge symétrique de signe opposé située à la 
distance 2x ; elle est donc attractive. D'après la loi de Coulomb, elle vaut, en notant 


Q?= qè / (4r£o) pour simplifier les notations : 


. 0 à 
Fe de 


Le potentiel auquel est soumise la particule s'obtient en intégrant l'équation de défi- 
nition F=-—dV / dx, ce qui fournit la relation : 


2 
V(x = = 


L'énergie cinétique de la particule vaut T = mi, le lagrangien L=T-V, l'impul- 
sion conjuguée p = mx et le hamiltonien correspondant H = ÿp— L, soit : 


Le hamiltonien ne dépend pas explicitement du temps ; sa valeur est l'énergie E qui 
reste constante sur la trajectoire. Si la charge part du point À (OA =), avec une 
vitesse nulle, la valeur de l'énergie vaut E =-Q? /4a. Ainsi p? /(2m) 0? /4x = 
-Q* /4a. Cette égalité nous permet d'avoir accès à la relation p(x), qui constitue le 
portrait de phase, représenté sur la figure 4.6. Explicitement : 


pa = + 2m EE 
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La particule part de À avec une vitesse nulle (p =0), puis se rapproche du plan 
(p < 0) en augmentant sa vitesse ; elle arrive sur le plan avec une impulsion p = —ce. 
Le contact avec le plan lui change instantanément la direction de sa vitesse et p = co. 
Puis la particule décélère avec une vitesse positive (p > 0) pour arriver au point À 
avec une vitesse nulle (p = 0). 


Figure 4.6 


Portrait de phase du mouvement 
de la particule chargée piégée 
par un conducteur. Au contact 
du plan conducteur l'impulsion 
passe instantanément de —co 

à + co. [l existe des mouvements 
de diffusion pour une énergie 
positive (cas a < 0) et des mou- 
vements périodiques piégés pour 
une énergie négative (a > 0). 


3 On a affaire à un mouvement périodique. La demi-période T / 2 est le temps mis 


A A A 
pour aller de O à À, soit T/2= Jat = fax/à = fmdx/p(x), autrement dit T = 
O O O 


> 4 
22m /Q fax(1 /x-1 Ta) . Avec la valeur proposée pour l'intégrale : 
0 


4.2. SYMÉTRIE DE LA TRAJECTOIRE [ÉNONCÉ P. 157] 


1 Dans le plan de la trajectoire, on a toujours la relation (elle provient de l'équation de 
Hamilton sur la variable p) p= V2(E = V.g(p))/m avec Veg(p)= V(p)+ o? / (2mp°). 


Les points tournants p, sont définis par V,#(p;)=E, ce qui implique qu'en ce point 


p = 0. D'autre part, on a également 7 =pu,, & =F= Pü + PÔü . À cause de la remarque 


précédente, au point tournant on à 0 = PrOiY et par conséquent : 


174 PROBLÈMES CORRIGÉS DE MÉCANIQUE 
F.0 =0 
Au point tournant la vitesse est perpendiculaire au rayon vecteur. 


On part de dp / db = p / 6, soit compte tenu de la définition du moment angulaire 6, 
dp / db =p" = mp?p / 6. Sauf si le moment angulaire s'annule, la condition au point 
tournant entraîne p’=0. D'autre part, puisque u=1/p, u’= —u?p’ et la condition 


au point tournant implique u”’=0. On peut toujours s'arranger pour choisir l'angle 
polaire de façon que à = 0 au point tournant. La condition précédente s'écrit donc : 


u(0)=0 


L'équation de la trajectoire est donnée par la formule de Binet #”+u= 
—(H1 /62)d(V(1 /u))/du = (m/ o2u2)V'(1/ u) où V'=dV /dp. Cette équation est 
valable pour toutes les valeurs de 6, donc en particulier pour —6 : u”(-6)+u(—-0) 
= (mn /o2u(-6) )V'(1 /u(-d)). Introduisons la nouvelle fonction w(b}=u(—-). Il 
est facile de vérifier que w’(b)=-u’(-6) et w”(b)=u”"(-06). L'équation de Binet 
précédente s'écrit tout aussi bien w”(6)+ (6) = (m / o2w(b))V'(1/ w(b)). Ainsi 
w(®) vérifie la même équation différentielle du second ordre que u(6). 


Au point tournant 6 =0 et donc w(0) = u(—-0)= u(0) et w’(0)=-u’(—0) = -u’(0)= 0. 
La fonction w() vérifie la même équation différentielle avec les mêmes conditions 
initiales que (6). Elle s'identifie à celle-ci : 


w(6)= u() 


Figure 4.7 


La trajectoire entre le périhélie 
et l'aphélie (traits pointillés 

à droite) est reproduite par 
symétrie par rapport à l'axe de 
l'aphélie pour la portion entre 
l'aphélie et le périhélie suivant. 
Cette trajectoire entre deux 
périhélies est reproduite 
ensuite par rotation autour 

du centre de force. 
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La condition u(—6) = u(6) est vraie Vo ; cela prouve que la trajectoire est symétrique 
par rapport au rayon vecteur du point tournant. Comme ce point tournant a été 
choisi de façon arbitraire, cette propriété de symétrie est valable pour tous les points 
tournants. On part, par exemple, d'un aphélie et on suit la trajectoire jusqu'au péri- 
hélie suivant. Ensuite on prend le symétrique de cette portion par rapport au rayon 
vecteur du périhélie ; cela nous amène à un autre aphélie (éventuellement le même 
qu'à l'origine). Et on procède ainsi de proche en proche pour reconstituer la trajec- 
toire (voir figure 4.7). Si celle-ci est fermée, cela nécessite un nombre fini d'opérations, 
sinon il en faut un nombre infini. 


La propriété précédente est basée sur le fait que w”(6) = 4”’(-@) etque le terme w’(6), 
qui pourrait invalider la conclusion, est absent de l'équation de Binet. Une telle 
conclusion reste donc valable pour toute équation différentielle en u, pour laquelle 
les dérivées d'ordre impair sont absentes. En particulier, c'est le cas pour certaines 
équations de Binet relativistes. 


4.3. HAMILTONIEN DANS UN RÉFÉRENTIEL TOURNANT [ÉNONCÉ P. 158] 


Nous avons montré que le potentiel des forces d'inertie pour une particule de 


Lee : Es Tr —. =\2 | 
masse #) dans un référentiel tournant s'écrit : V=-&L-m(& Ar) . En orien- 


tant © le long de OZ : ©= oZ, et en ne tenant compte que de ce potentiel, le 
lagrangien L=T-V (on note L le lagrangien pour ne pas le confondre avec le 
moment angulaire L) s'obtient facilement en coordonnées cartésiennes : 


L(X,Y,Z,X,Y,2)= + m[x? +Y24+22 +26(XY - XY)+02(X2 + x?) 


Les impulsions s'obtiennent par la recette habituelle : P =d5L. Avec l'expression 
précédente du lagrangien, il est facile d'obtenir les impulsions correspondantes : 


Pé= m(X6Y) ;:. P = m{Y +0X) ;: PB = mZ 
En coordonnées cylindriques (on note y l'angle polaire dans le référentiel tournant 


pour ne pas le confondre avec +, l'angle de repérage du référentiel tournant par 
rapport au référentiel galiléen), le lagrangien précédent s'exprime aussi bien : 


L(p,w,Z,5,W,2)= m6? +p?ÿ? +22 +20p° + p?6°] 
Avec cette expression, on tire les impulsions correspondantes : 


P,=mp ; Py=mp (ÿ+0) ; P7 =mZ 


Le vecteur impulsion est simplement le vecteur quantité de mouvement dans le réfé- 
rentiel original P = Py;X + P,Ÿ = mi + myÿ. 
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Le hamiltonien s'obtient par la transformation de Legendre sur les dérivées. En coor- 
données cartésiennes : H = XPx +YPy + ZP7 -L. À partir des expressions obtenues 
dans la première question, on montre que le hamiltonien a la forme suivante : 


2 2 2 
- PET 2 


_ — (XP =YP 
Sn 0m 2m Ut VX) 


H 
On remarque que l'on peut mettre cette expression sous la forme plus compacte 


H = Ho —-6Ly = Ho -@.L,où Hy est le hamiltonien libre. 


En coordonnées cylindriques : H =pP, +WP, +ZP7-L. A partir des expressions 
obtenues dans la première question, on montre que le hamiltonien a la forme 
suivante : 
2 2 2 
FD . Mie 2 
. 2 
2m 2mp 2m 


oPy 
Dans ce cas Py = Lz eton a encore H = H5 - &.L. 


4.4. FLOTS HAMILTONIENS IDENTIQUES [ÉNONCÉ P. 158] 


Le système est autonome, décrit par un hamiltonien H(q,p). Définissons les fonc- 
tions F(q,p)=dH / dp et F(q,p)=-0H / dq. Les équations du mouvement sont 
données par les équations de Hamilton : 4=F(q,p) et p=F(q,p). Appelons g(#) 
et p(t) la trajectoire réelle du système, solution de ces équations. Sur cette trajectoire, 
la valeur du hamiltonien reste constante à une valeur appelée énergie H(g(#),p(n))=E. 


l 


Figure 4.8 


Dans l'espace de phase étendu 

le hamiltonien K décrit 

la courbe du haut et 

le hamiltonien H la courbe 

du bas. Les deux hamiltoniens 
possèdent la même trajectoire 

q dans l'espace de phase (trait gras). 


Soit à présent une fonction à une variable F(y), de dérivée F’{y) = dF / dy. Consi- 
dérons un autre système décrit par le hamiltonien K(q,p)= F(H(q,p)). Les solutions 
pour ce nouveau système 4(t),p(#) vérifient les nouvelles équations du mouvement : 


4=0K / dp= F'(H)E et p=-0K / dq = F'(H)B. 
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Puisque F’(H)=F'(E) est une constante, cela signifie que les vitesses des deux 
systèmes sont colinéaires q(t) = F'(E){(t), p(#)= F'(E)p(t) à chaque instant. Si on 
“oublie” le temps et qu'on se borne à la trajectoire dans l'espace de phase on a 
dp / dÿ = p / à = ÿ /q=dp / dj à tout moment, donc en tout point de la trajectoire. 
Si le système est à plusieurs degrés de liberté, cela marche encore pour chacun 
des degrés de liberté envisagé. Dans l'espace de phase, on a cette fois-ci égalité 
stricte des tangentes à la trajectoire. Celle-ci, qui est l'enveloppe de ces tangentes, 
est donc la même dans les deux cas. 


On comprend la situation en examinant la figure 4.8. Les trajectoires des deux 
systèmes dans l'espace de phase sont identiques. Les trajectoires dans l'espace 
de phase étendu, qui inclut le temps, sont différentes. Cela signifie que les deux 
systèmes diffèrent par leur loi horaire. En effet, définissons un nouveau “temps” 
t=#F'(E), Nous voyons que d(ÿ(#)) / dt = F’(E)q(t) = gt) et une propriété ana- 
logue pour l'impulsion. Cette égalité étant valable pour tout temps, nous en dédui- 
sons que ÿ(t)=à(t) et une relation analogue pour l'impulsion, ce qui prouve notre 


assertion. 


{= QE (E)) ; pt)=p(tF'(E) 


4.5. LE VECTEUR DE RUNGE-LENZ [ÉNONCÉ P. 158] 

Le lagrangien pour le système s'écrit : L(F,F) = Lmr? — V(r). On en déduit l'impul- 
sion p = d:L = mr, puis, par transformation de Legendre, le hamiltonien H = pr =, 
soit : 


p? 
H(F,p)= 7e +V(r) 


La première équation de Hamilton est 


qui n'est rien d'autre que la définition de l'impulsion, déjà mentionnée. 


La seconde équation de Hamilton est donnée par : 


Puisque p = ma , elle transcrit simplement l'équation fondamentale de la dynamique. 
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Par dérivation, on voit facilement que d(f /r)/dt= r/r-ri/r?= 7 [ré _ HE 


2: _ 


En remarquant que ##=7.f et r° =Fr.r, on reconnaît que l'expression entre cro- 


chets est simplement le double produit vectoriel 7 A (F A ï). Ainsi, nous parvenons 


Ode 


Puisque le potentiel est central, seule la composante radiale de la force f(r)=-dV / dr 


à l'identité : 


existe. Ainsi la seconde équation de Hamilton s'écrit p= f(r)F / r. Il vient alors 
p AG = f(r)(r /r)A(FA mY) = (mf(r)/ 210 A (F A ñ) Grâce à l'identité de la question 


précédente, on peut réécrire : DA 6= —mf(r)r/d(F /r)/dt. D'autre part, le moment 
angulaire est une constante du mouvement 6=0 ; cela permet d'écrire pAG = 
d(p A 6)/dt. En résumé, nous avons la formule importante, valable quelle que 
soit la forme du potentiel central : 


dés 24dff 
D (GAS = MC a[2) 


Nous particularisons à présent au cas du potentiel de Kepler V(r)=-K/r, qui 
entraîne —mf(r}r? = #iK. L'égalité de la question précédente se met sous une forme 
particulièrement agréable dp AG—mKr / r| /dt=0. Cela implique que le vecteur 


entre crochets est une constante du mouvement : 


2€ 


Ni 


pPAG-ImK 


Ce vecteur est appelé vecteur de Runge-Lenz. On l'a fait figurer sur la figure 4.9. 


Calculons C.6 = [5,6,6]-mK(r.6) /r. Le premier terme est un produit mixte, iden- 
tiquement nul. En utilisant la définition du moment angulaire, on a de plus F6 = 
[r ,F,p], qui est également un produit mixte nul. Par conséquent C.6 = 0. Cette éga- 


lité implique que C est dans le plan perpendiculaire à G qui est précisément celui 
de l'orbite. Ainsi le vecteur de Runge-Lenz est contenu dans le plan de l'orbite. 


C.6 =0 


Prenons comme référence d'axe polaire dans le plan de l'orbite le vecteur de Runge- 
Lenz et calculons C.F = Crcos = [F,p,6]- mKF? /r. Le dernier terme s'écrit plus 


4 — LE FORMALISME HAMILTONIEN 179 


simplement — #Kr ; quant au premier terme, on peut le réécrire sous la forme [F ; p,6| = 


(F AB) 6 = 06?. En regroupant ces conclusions, nous parvenons à la relation : 


2 


Crcos = 06° -r#1Kr 


Cette dernière égalité peut se mettre sous une forme alternative: r= 
(6? / mK)[1+(C/mK)cos of". En comparant cette expression à l'équation de la tra- 


jectoire en coordonnée polaire r = (o? /mK )1 +ecos of, on aboutit à deux conclu- 
sions. Premièrement le rayon minimum est obtenu pour $=0, c'est-à-dire le long 
de € ; autrement dit le vecteur de Runge-Lenz est dirigé le long du périhélie. D'autre 
part, nous avons un lien simple entre la grandeur du vecteur de Runge-Lenz C et 
l'excentricité e de l'orbite : 


C=mKke 


Figure 4.9 


Le vecteur de Runge-Lenz Ê 
est représenté dans le plan 
de la trajectoire elliptique. 

Le rayon vecteur et l'impulsion 
sont également représentés. 


Il faut trouver deux liens entre C et E,6. Le premier a déjà été trouvé au passage ; 
il s'agit de : 


C.5=0 


Il s'agit d'une équation scalaire qui donne un lien. Le deuxième s'obtient en consi- 


dérant le module rappelé dans la question précédente : C 2 = m2K?e?. D'autre part 
l'excentricité de l'orbite est fonction de l'énergie et du moment angulaire à travers 
la formule e? =1+ (2E0°) / GnK : ). Cela permet d'obtenir le second lien cherché : 


C? = m2K? +2mE0? 
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4.6. PLUS RAPIDE ET PLUS ÉCOLOGIQUE QUE LE CONCORDE 
LÉNONCÉ ET FIGURE P. 159] 


Pour une répartition de masse uniforme p, le théorème de Gauss! nous apprend 
que le champ de gravité est identique à celui d'une masse située au centre et 
comprenant toute la masse contenue dans la sphère de contrôle. Autrement dit, le 
champ de gravité à une distance r du centre est radial et vaut G(r)=GM(r)/ r?, 
où M(r) est la masse contenue dans la sphère de rayon r. En PAREnOE juste à 


la surface il s'identifie au champ de pesanteur habituel g = GMy / R?. 


A l'intérieur de la terre M(r) = e pr° , et on déduit G(r)= _ pGr soit en remplaçant 


la masse volumique en terme de la masse terrestre et le champ de pesanteur au sol 


G(r)= gr / Rr. 
Le potentiel de gravité s'obtient grâce à dV, / dr = G(r), ce qui fournit la relation : 


V, (r) = 8,2 Le potentiel mécanique agissant sur un objet de masse #7 est sim- 
p 2Rr P q 8 ] 
plement V(r)= mV,(r), soit : 


V(r)= 287? 
2Rr 


Soit O le centre de la terre et H le milieu du tunnel AB. Le triangle AOB étant 
isocèle, H est aussi le pied de la hauteur issue de O. On note OH = R. A un instant 


donné, le wagon au point M dans le tunnel est repéré par son abscisse x = HM qui 


est choisie comme coordonnée généralisée. On a évidemment r = OM = \ R? +x2, 


ce qui permet d'exprimer le potentiel en fonction de x: V(x) = gmR? / /(2Rr) 
+ gmx? /(2Rr). Le terme gmR? / (2Rr) est une constante sans intérêt car n'appor- 


tant rien aux équations du mouvement. On se contente de V(x)= gx? / (2Rr) ; 


c'est celui d'un oscillateur harmonique. L'énergie cinétique du wagon est T = Lui? 


2 


et le lagrangien L= Si —V(x). L'impulsion conjuguée est donnée par p=d;L=mx, 


donc *=p/in. Le hamiltonien est la transformée de Legendre du lagrangien 
H = Xp — L, c'est-à-dire : 


H(cp}= + À à? 


13 La loi d'interaction gravitationnelle étant identique à la loi de Coulomb, le théorème de 
Gauss s'applique dans les mêmes conditions. 


A 
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La première équation de Hamilton donne x=0,H = p/m, que nous avons déjà 
rencontrée, et la seconde p=-0,H, soit mX=-gmx/ RT que nous réécrivons en 


introduisant la pulsation © = \/g / Rr : 
X+@7x=0 


Pour un mouvement partant de l'extrémité À du tunnel, avec une vitesse nulle, les 
conditions initiales sont x(0)= x, = HA, *(0)=0. L'équation différentielle précé- 
dente s'intègre pour donner x(f) = x, cos(ot). Il s'agit d'un mouvement oscillatoire 
de période T = 27 /&@ entre les deux extrémités du tunnel. Au bout d'une demi- 
période, le wagon atteint l'autre extrémité du tunnel. Ainsi la durée du voyage est 


t=T1/2=n/6@.Explicitement: 
er AT 
& 


Avec les données fournies, on trouve Tt =2532 s =42 mn 125, indépendamment de 
la longueur du tunnel. Un voyage Paris-Tokyo en un temps aussi bref laisse rêveur ! 


Pour calculer la longueur du tunnel, il est plus commode de passer par les coordon- 
nées cartésiennes des deux villes et d'utiliser la formule habituelle de distance entre 
deux points dans une espace à trois dimensions. La longueur du tunnel Paris-Tokyo 
est de 8838 km. Au milieu du tunnel, le wagon atteint la vitesse confortable de 
5,48 km/5, soit 19 740 km/h et passe à 1781 km sous terre. Il doit faire une chaleur 
épouvantable à cette profondeur ;il est vrai que nous ne nous y attardons pas trop ! 


4.7. HAMILTONIEN D'UNE PARTICULE CHARGÉE [ÉNONCÉ P. 160] 


Partons de la fonction de Hamilton non relativiste : H(r,p,t) = (5 — 6,0) /(2m) 
+ qU(r,t). La première équation de Hamilton donne F=05;H = (5-q,À(6,8)/m ou 
encore 1=mü=p-qA. La seconde équation de Hamilton donne, quant à elle, 
p= —d;H. Bornons-nous à l'examen de la composante x. Dérivons par rapport au 
temps la première équation pour obtenir , = p,-qeAx = px - q0. VA, —q04À,. 
D'après la seconde équation de Hamilton p, =—d,H = -q,0,U+q,(d,À).(p-q,A)/m = 
— 4,0 ,U +q,(04À).8. Ainsi : T, = %e[-2xU —0,A, +(9,À).5-5. VA, | On voit appa- 
raître le terme E, =-9,U -0,A,. Quant au terme (9,).8-ü.VA,, un calcul simple 


montre qu'il est égal à vy(V A A) 0, (v A A) soit [5 A ] . En fin de compte, nous 
Z y x 


parvenons au résultat &, = AL +GAB), |. Par permutation circulaire, on obtient 
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une formule analogue pour les deux autres composantes, ce qui permet d'écrire sous 
forme vectorielle : 


C'est l'expression attendue pour l'équation de Newton d'une particule en présence 
d'une force de Lorentz. 


Nous partons à présent de l'expression (H(F,p,t)- qU(F, nŸ -(5- Ge AG, D} e? 


m?c* ou, de façon équivalente, H(r,p,t)=qU(r, + 1(5- mA, D} e? c?+m?ct. La 


première équation de Hamilton donne : F =0,H=c = a. À) NG-1.À De ÀAÿ ce? +m2ct , 


Une petite transformation permet de montrer que \ (P —Qe AY c? +mm2c* = H- qeU 
= mc? / V 1-6? /c?. Cela permet de réécrire la première équation de Hamilton sous 


la forme 7 = m0 / \1- 8? /c? = j-q,A. La seconde équation de Hamilton fournit 
la relation b= —-0;H. Ici encore, bornons-nous à la composante x. Comme dans la 
question précédente 4 = pr —qeAx = Px — qd. VAx — qd A. De plus, la seconde 
équation donne p, =-0,H = -q,0. U +qc? (2, A) P — Ge A à le q Ac? + m + met 
= — 4,0 ;U +4 (d,4).5. Le reste est complètement identique à la question précédente 
et nous aboutissons donc à la même équation finale : 


Nous avons démontré, dans la question précédente, les deux relations (avec la nota- 
te —1/2 : = 

tion habituelle y = (1 — q? / a) ) E = ymc? + qU et Tr = "ymq. D'autre part, le temps 

propre t est donné par dt= 1-52 / c? dt, d'où on tire y=dt/dt. La première 


équation, concernant l'énergie, peut ainsi s'écrire d(ct)/ dt =(1/ m)(E /e-quU / 6): 
Autrement dit, l'équation donnant l'énergie est la composante 0 de l'équation deman- 
ée: dq° /dr= (p° = qe A?) /m. La seconde équation, celle concernant la quantité 

de mouvement, peut s'écrire % / #1=(ÿ—q,A)/m = dÿ / dt qui correspond à la par- 
tie spatiale de l'expression cherchée. Cette relation est donc valable en terme de 
quadrivecteurs : 

dg” _ p'=qeA" 

AE M 


L'autre équation est un peu plus longue à déduire ; elle fait appel aux équations de 
Hamilton. Toujours dans la question 2, nous avons montré au passage l'équation 


CS 


ü1 
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Pi = p' =-q,(a;U)+ qi: (o;À), qui se réécrit, en introduisant le temps propre p' = 
-q,YQU)+ qq" -(0;À) .Travaillonsle premier terme qui vaut aussi —g,q AU /c)/ax' = 
deg (A) / dx;. La somme de ce terme et du second se met sous la forme plus 
compacte q,q "d(A,)/0x;. Avec l'expression g’Ÿ =(p" -qA")/m, obtenue juste 
au-dessus, cette équation prend la forme dp'/d1=(q, / mp = AY JO(Ay) / àx; 


(avec la convention de sommation d'Einstein) qui est la partie spatiale de l'équation 
demandée. 


Partons à présent de dH / dt = dH / dt, avec H=qu + (5- de äÿ 2 c?+m°Îct. On 


obtient donc dE /dr= (ou /ot)-q,c?(5-4.À)-(0A / à) / (5-54 de AŸ FR 

Travaillons le premier terme qui vaut aussi g,.cy(9A° / dt} = (g, / myyme?[24° / aq°). 
Compte tenu que ymc? =E-q,U et (oA° /àq°) = (946 / do), ce terme vaut aussi 
(de / mXE-qU)9/49 / do) ou EE — 4e A°)240 / dq9). Pour le second 


terme, on utilise le fait que À Fe 2 + m2c4 = ymc? our le transformer 
q P —-%e P 


en —(4 / m5 - de À|(o4 / ot} = (ec / mp - e À)(04 / 3%): En sommant les 
deux contributions et en divisant par €, nous parvenons finalement à dp° /d7 = 
(de /m)p° -qA")0A, /2qo) qui constitue la partie temporelle de l'équation cher- 


chée. Finalement : 


dpt Ve g, AY JA 
_ -aX? n 0 | 
v fu 


Pour calculer les dérivées il est plus simple de prendre le lagrangien sous la forme 


L= DE mg 9" +qe£vvd VAY]. Alors par dérivation dL/0q'* =mguuq"" +4qeguu A", 


soit, en introduisant les composantes covariantes p} = #44 +4qeAu 
dq 
mn 
= M—— +4;À 
Pa 4 feAu 


Si on réécrit cette équation sous la forme dq, / do = (Pa — Je Au ] / m, elle s'identifie à 


la première équation de la question 3 (dans ses composantes covariantes) si le para- 
mètre @ s'identifie au temps propre t. 


Le hamiltonien est défini par la transformée de Legendre du lagrangien H = Yp,q'" 
V 


-L= L (ua + aeA, W” -ÈG mq,q" +qÀ HE mag"). En remplaçant 
V 
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les vitesses par les impulsions, nous obtenons la forme définitive de la fonction de 
Hamilton : 


(ru ui Je Au Je* F qe A") 
2m 


H(ql,phY= ÿ 
r 


La première équation de Lagrange s'écrit de façon covariante q'* = 9H / dp, = 
(pl -q A") /m qui est l'analogue de la première équation trouvée dans la ques- 


tion3. La seconde équation de Hamilton s'écrit de même p’* =-0H / 04, = 
De" / m}(py -qeAy)qedAy / du = Y(qe / MXp* -q A JA, / dqu, qui est l'ana- 
V V 


logue de la seconde équation de la question 3. 


dgÿ._ p=qeA"…. dpt | A 
do  _m Edo € : mt du 


Compte tenu de la première équation de Hamilton, le hamiltonien peut s'écrire, 
| | : 1, 1 23,2 2 2 
de façon alternative sur la trajectoire, Y5mg#qi = -5m(c"dt" -dq")/ do = 
H 
— 4 mc? dr? / dw?.Sion identifie le paramètre @ au temps propre t,alors dt /dœ=1 
et la valeur constante du hamiltonien sur la trajectoire vaut : 


H=-1lme? 


l 
z 


4.8. LE PREMIER INVARIANT INTÉGRAL [ÉNONCÉ P. 162] 


Dans l'espace de phase à 2n dimensions, le système se trouve au point A(q,p) 
au temps f. Il dérive avec le flot et se trouve au point A’(q’,p') au temps {+dt. 
Nous avons évidemment q°=q+4dt = q+0,H(A)dt et p'=p+pdt = p-0,H(A)dt. 
N'oublions pas que ces équations sont valables pour chaque composante 4;,p;. Soit 
un point B(g+e,p+n) très voisin du point À au temps f. Il dérive avec le flot et 
se trouve au point B’(g°+e’,p +1) au temps {+ dt. Nous avons de la même façon 
qi+ei = q;+e; +0), H(B)dt et pi +ni = p;+n;-0,, H(B)dt. 


D'autre part, nous avons : 


2 2 
d, H(B)= 0), H(q+e,p+n) = 0, H(A)+ Lex, H(A)+n9,, HA} 


De même, nous avons: 


9 H(B)= 0, Ha +e,p+n) = 03, H(A)+ Xe50% , HCA)+ 1,08 3, H(A)]. 
ù ] 
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Compte tenu des équations de Hamilton q{ = q;+0,; H(A)dt et pf = p; -0,;, H(A)df, 


nous résumons la situation par : 
be 2 22 
E=E;+ at [2,03 7,4 +Nj0p ip; #| 
] 


n=- arS{e,23 4H + njdp ae H| 
Î 


2 Choisissons à présent un autre point C(q + y, p + 8) très voisin du point À au temps f. 
Il dérive avec le flot et se trouve au point C’(q°+7y’,p’+86") au temps {+dt. Nous 
avons évidemment des relations sur y,ô en tout point identiques à celles sur £,n. 
À partir de la projection 4,b,c des points À,B,C et de la projection a’,b’,c' des 
points A4’,B’,C’ sur un plan g;,p; particulier, on peut construire un petit parallélo- 


= — ne 
gramme dont l'aire abAac dérive par le flot en 4’b’\a’c’. La situation correspon- 


dante est illustrée sur la figure 4.10. L'aire orientée de ce parallélogramme vaut 

€; —n;y; et sa dérive par le flot £;ô; —-n/y;. En remplaçant dans cette dernière 

expression les relations de la question 1, on remarque que cette aire particulière n'est 

pas un invariant ; par contre si on somme sur tous les plans, un peu d'algèbre élé- 

mentaire et un changement d'indice muet dans certaines parties nous convainquent 

que, au premier ordre, Ÿ(e{6! -n{y;)= Y(e;ô; -n;y;). Il y a invariance pour la 
Î u 


somme des projections des aires orientées sur chaque plan Ÿ dA{ = YdA;. 
i i 


Figure 4.10 - Evolution, dans le flot hamiltonien, des trois points très proches. 
On a représenté également dans un plan particulier (p;,q;) les projections 
des points originaux et des points transformés par le flot. 
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Si nous avons affaire à un domaine fini, nous découpons celui-ci en petits domaines 
élémentaires disjoints pour lesquels l'équation précédente est valable, pour chaque 
domaine. Puisque l'aire d'un domaine est la somme des aires des domaines qui 
forment une partition, la propriété d'invariance sur un domaine élémentaire s'étend 
sans problème à un domaine fini: Y A/=Ÿ A;. Mais l'expression de l'aire peut 
? 1 
aussi bien s'écrire À; = $ pidq;, où l'intégrale est calculée sur la frontière T'; de la pro- 
T 
jection du domaine sur le plan g;,p;. Nous écrivons en définitive la conservation des 


aires projetées sous la forme Ÿ Î pida; = Cte,que nous écrivons sous forme abrégée : 
iT; 


$p-dq=Cte 
TC 


4.9. QUID DES SYSTÈMES NON AUTONOMES [ÉNONCÉ P. 162] 


Le système n'est pas autonome ; son hamiltonien dépend du temps H(q,p,f). Consi- 


dérons la variable temps comme une coordonnée généralisée à part entière ; il existe 
une variable conjuguée à celle-ci : p,. Soit une nouvelle fonction de Hamilton défi- 


nie par H(qt,p,pr)= H(q,p,f}+p, et t la variable du flot. Ce nouvel hamiltonien 
ne dépend pas de 7 ; il représente un système autonome. Ecrivons les équations de 
Hamilton correspondantes : dq / dt = 9,4 = dpH, dt / dt = d» H=1, dp/dr = 04H = 


—0,H, dp, /dr= -0,H =-0,H. La deuxième équation montre clairement que le 


paramètre du flot est le temps t=f. La première et la troisième équations représen- 
tent les équations de Hamilton pour le hamiltonien original. En introduisant la 
fonction énergie E par sa formule traditionnelle, la dernière équation s'identifie 
à p,=-0,H =-dE / dt et démontre qu'on peut interpréter la variable p, comme 


l'opposée de l'énergie : 


Pr= —È 


Comme le système décrit par FH est autonome, il existe une constante du mouve- 
ment qui est le hamiltonien lui-même : H = Cte. D'autre part, le hamiltonien origi- 
nal est égal à l'énergie (qui n'est pas une constante du mouvement) H —E ; ainsi 
À = H +p, et, en vertu des résultats précédents, on peut écrire H=E-E=0. La 
constante du mouvement vaut tout simplement zéro : 


T 
il 
[æ) 
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4.10. LE PENDULE INVERSÉ [ÉNONCÉ ET FIGURE P. 162] 


Dans le référentiel galiléen XOZ (OZ est la verticale ascendante) d'oscillation du 
pendule, les coordonnées du pendule sont: X=1/sin8, Z=2z+1cos8. L'énergie ciné- 
tique T = m(X? +2?) s'en déduit : T = Lm(l/8? -2/26sin0 + 2?), ainsi que l'éner- 
gie potentielle V = mgZ = mg(z+/cos8) et le lagrangien L=T -V.Les équations de 


Lagrange fournissent la relation cherchée : 
1Ô=(È+ g)sin9 


Ce résultat est absolument évident. On peut en effet se placer dans le référentiel non 
galiléen du pendule et ajouter le potentiel d'inertie. Finalement tout se passe comme 
s’il existe une gravité apparente 2 + dirigée vers le bas. 


Avec la loi de mouvement proposée pour le point de suspension, l'accélération de 
celui-ci est constante 2 = +4. Lorsque l'accélération est dirigée vers le haut Z2=4 
(première demi-période), la gravité apparente est plus grande que la gravité natu- 
relle et la position d'équilibre haute (8 = 0) encore plus instable. Lorsque l'accéléra- 
tion est dirigée vers le bas Z=-a et plus grande que celle de la gravité, on a une 
pesanteur apparente dirigée vers le haut et la position d'équilibre haute devient 
stable. On ne peut donc envisager la stabilité que si 4 > g. Dans ce cas, la possibilité 
de stabilité demande un calcul plus fin. 


> 1°" cas — accélération dirigée vers le haut (Z2=4) 


Nous sommes pendant la première demi-période de {=0 à #=T. On pose @° = 


(a+g)/l = œÿ(a / g+1). L'équation de Lagrange devient, pour un mouvement de 
faible amplitude sin8=6, = w?8 ; elle présente un comportement exponentiel 
caractéristique d'un état instable et elle s'intègre facilement, compte tenu des condi- 
tions initiales : 8(#) = 89 ch(œf) + (80 / w}sh(ot). Cela permet d'écrire la matrice pro- 
pagateur sur la première demi-période : 


8 . ch(@T})  sh(oT})/0 8 
É out) ch(@T) fé). 


On vérifie facilement que le déterminant de cette matrice est unité, ce qui assure la 
conservation de l'aire dans l'espace de phase (théorème de Liouville). 


Au moment du changement de la loi, il n'y a pas variation de position, ni de vitesse 
pour le pendule, donc pas de force agissante et les conditions initiales pour cette 
deuxième étude sont les conditions finales du cas précédent. 


= 


oi 
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> 2€ cas — accélération dirigée vers le bas (Z= -a) 


Nous sommes pendant la deuxième demi-période de {=T à t=2T.On pose o = 
(a-g)/l= cg (a / g-1)}. L'équation de Lagrange devient 8 = (28 qui présente un 
comportement oscillatoire caractéristique d'un état stable. Cette équation s'intègre 
facilement et donne le lien cherché avec les conditions initiales ; on le met sous la 
forme d'une matrice de propagation : 


(a) ” fé) “| cos(QT)  sin(QT)/ 10 

6), (8), (-Osin(QT)  cos(QT) J8). 

Dans ce cas aussi on vérifie la conservation de l'aire. 

En utilisant les deux questions précédentes on voit qu'on peut mettre la transfor- 
mation sous forme matricielle : (a | = k(o° | Le propagateur K est simplement le 


produit des deux matrices précédentes. Son déterminant est évidemment unité, ce 
qui marque la conservation de l'aire. Explicitement, nous avons : 


sh(@T)cos(QT) . ch(oT}sin(QT) 
© Q 


œ@sh(oT)cos(QT) -Qch(oT)sin(QT) ch(oT)cos(QT) — sh (@T)sin(QT) 


ch(OT)cos(AT) + G R(GT)sin(OT) 


Pour connaître les conditions de stabilité, il faut se baser sur les valeurs propres du 
propagateur. Si les valeurs propres sont réelles, il y a instabilité ; sinon il y a stabi- 
lité. La condition de stabilité correspond à la relation [Tr(K) < 2. Il est nécessaire de 


calculer la trace du propagateur que nous mettrons sous la forme : 


Tr(K)=2ch(oT)cos(QT)+(o/Q-—Q 7/œ)sh(oT)sin(QT) 


Notons 2u =(0/Q-Q/œ) = on / (6Q) ; remarquons que c'est une quantité toujours 
positive qui tend vers 0 lorsque a / g — c. Il est intéressant de regarder les zones 
de stabilité en fonction de deux paramètres sans dimension indépendants que nous 
choisissons comme @Q4T en abscisse et 4 / $ en ordonnée. 


Lorsque T =0,on a Tr(K)=2 et dès que T augmente le deuxième terme de la trace 
augmente très vite, ce qui empêche le système d'être stable. Au moins pour les 
grandes valeurs de 4 /g, une façon d'atteindre la stabilité est de rendre le premier 
terme nul, ce qui implique QT =(n+1/2)r. 

On peut aller un peu plus loin en cherchant, dans le plan des paramètres, les courbes 
telles que Tr(K) = +2. La zone de stabilité est comprise entre les deux. Regardons la 
condition Tr(K) = 2. Elle peut se réécrire cos(QT)+utanh(oT)sin(QT)=17/ch(œT). 
Introduisons un angle & par &= Arctan(utanh(oT)) ; l'équation cherchée devient 
cos(QT - a) =cos(a)/ch(wT),ou encore QT =(n+1/2)x+0+Arccos(cos()/ch(&@T)). 
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On résout cette équation transcendante par itérations successives. On se donne une 
valeur 4 / & et on part de l'approximation zéro (zone 7 =0) QT 2x/2 ;onentire 
(T0) , on calcule @(), o(0) puis la nouvelle valeur de première itération QT) 
par l'équation transcendante précédente. Et on recommence ce processus itératif en 
améliorant à chaque fois la valeur de QT jusqu'à obtenir une valeur qui ne varie 
plus d'une itération à l'autre. Avec cette valeur on tire la valeur @ÇT associée à la 
valeur 4 / & choisie au départ. On change ensuite cette valeur 4 / £ et on recommence 


à nouveau ce processus itératif, qui converge très vite en pratique. On obtient de 
la sorte, dans le plan des paramètres, la courbe @,4T fonction de a/g vérifiant la 


condition Tr(K}=2. On peut construire les autres zones en partant de l'itération 
zéro QT) =(n+1/2)n, n=1,2,.. 


Le résultat est présenté sur la figure 4.11. 


Figure 4.11 alg 
Langues de Arnold 4 s L 
correspondant à la région : 
de stabilité pour al 
le pendule inversé : RCE 
la première zone est 3F 
comprise entre les deux 25 | 
courbes proches à gauche 2L 
el une autre zone ne 1,5 À 
se distingue pas de ee. D + 
l'épaisseur du trait. 1 2 3 4 5 6 @oT 


4.11. LE PIÈGE DE PAUL (PAUL TRAP) [ÉNONCÉ P. 164] 


En l'absence de potentiel vecteur, la fonction de Hamilton s'écrit: H(,p,t) = 
p? /(2m) + qU(r,t). Les équations de Hamilton correspondantes s'en déduisent : 
F= 0,H=p/m et p= —0;H = -%e VU. Explicitement pour chaque composante : 


Pr = MX, Py= My, Pz=mz et Pr=-jUoxcos(@t), py=-qeUoycos(ot), p, = 
2q,U, zcos(ot). En dérivant par rapport au temps le premier ensemble, il vient : 


mX = —qeUo xcos(ot) ;: -mÿ=-qUoycos(ot) ; m2= 2% Uozcos(ot) 


Les équations se découplent, mais ce sont des équations différentielles de type 
Mathieu, donc pas très faciles à manier. Dans le cadre de la simplification propo- 
sée, on remplace, pour la première demi-période, Uo cos(wt) par Uo. Posons 


2 =(qgUo)/m et Q2=(2% Uo)/ m=26@?2 ; les équations du mouvement simpli- 
fiées deviennent : *+@2x=0, ÿ+@2y=0, Z2-Q2z=0. 
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Occupons-nous d'abord de l'équation en x ; la solution générale est x(f) = Acos(&t) 
+ Bsin(@t). On obtient facilement p, = mx. Les conditions initiales sur la position et 
l'impulsion permettent de déterminer les constantes inconnues À et B et de réécrire 
x(#)= x(0)cos(of)+px(0)/(mb)sin(@f) et  pr(f) = px(0)cos(@f)—m& x(0)sin(@t). 
Pour obtenir l'expression de la position et de l'impulsion au bout d'une demi-période, 
il suffit de faire {=T/2=n/ dans les expressions précédentes. On voit s'intro- 
duire naturellement la phase 6 = r@ / ©. On peut alors écrire les variables relatives 
à la demi-période en terme des variables au temps origine sous forme matricielle : 


= L mo 
Px/ry2 -mosing cosy A\Px 


Nous avons évidemment une relation analogue pour la composante y. 


Regardons l'équation concernant z. La solution générale en est z(f) = Ach(Qf) 
+ Bsh(Qf). Un calcul analogue au cas précédent permet de les réécrire : z{t)= 
Z(0)ch(Qt) + p.(0)/(#1Q)sh(Qt) et p:(+) = p:(0)ch(Qf) + mQz(0)sh(Q#). Pour obte- 
nir les variables relatives à la demi-période, il suffit de faire f=T/2 dans 
les expressions précédentes. S'introduit naturellement la phase D = nQ / © = pV2. 
Nous avons la relation matricielle suivante : 


sh 
(ha late fe) 
Pz T/2 mQshd ch }\Pz 0 


Dans les deux cas, on vérifie facilement que le déterminant de la matrice propaga- 
teur vaut l'unité, ce qui implique la conservation de l'aire dans l'espace de phase. 
Pour l'autre demi-période, on fait le remplacement Uo cos(œf) par - Uo ; les équa- 
tions du mouvement deviennent dans ce cas Ÿ—@2x=0, ÿ-@2y=0, £+Q2z=0. 
Un traitement analogue à celui précédent (avec une translation évidente de T /2 
pour l'origine des temps) conduit à la matrice propagateur pour la variable x : 


GE ef) 
= m& 
Px/r {mosho chp/\Px/r/2 


et une relation analogue pour la composante 1. Quant à la matrice propagateur pour 
la composante z, elle devient : 


in D 
Z cos D a 
= : mQ 
Pz/r |-mQsind cos® |\P:/r,2 
Encore ici, le déterminant des matrices propagateur vaut 1, et il y a conservation de 
l'aire dans l'espace de phase. 
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Pour obtenir la matrice propagateur sur une période complète, il suffit de faire le 
produit des deux matrices propagateur sur chacune des demi-périodes. Le calcul est 
sans difficulté. On trouve pour la composante * (et une relation équivalente pour 
la composante 1,) : 


(x) _|  chpcosp-shpsingp chpein ge chaos p fs) 
Pxr (Üm@(-chosinçe+shocos) cho So - + bein Px 


et pour la composante z : 


| Al | ch cos D +shD sin D 


cpsngre sh® cos D | 2 | 
Pz mA(-ch sin D +shbcosb) chbcos »— HS sin D }\Pz 


Pour avoir stabilité (point elliptique dans l'espace de phase), une matrice propaga- 
teur quelconque K doit avoir ses valeurs propres complexes, ce qui est équivalent, 
dans le cas hamiltonien qui nous intéresse (conservation de l'aire), à la condition 
[Tr(K)}< 2. Dans le cas de la composante x, Tr(K)=2ch@cosv et la condition de 
stabilité devient : lchp cos p| <1 (et une relation équivalente pour la composante y). 
Dans le cas de la composante z, Tr(K)=2chDbcos® et la condition de stabilité 
devient : (ch® cos | < 1. Pour que l'orbite de la particule reste confinée, il faut 
évidemment qu'il y ait stabilité le long des trois axes. Cela se traduit par les deux 
conditions simultanées : 


[hp cos p| <1 ; Ich(p1/2)cos(p V2) <1 


On peut tracer la courbe lcho cos | en fonction de 6. On l'a représentée sur la 


figure 4.12. Entre 0 (valeur 1) et x /2 (valeur 0), elle est toujours inférieure à 1 et 
la condition est réalisée. Au delà de r/2, la courbe se met à croître. Elle prend 
la valeur 1 pour une valeur particulière @o, solution de l'équation transcendante 


ch cos ol =1. Numériquement on trouve @o = 1,8751. Ainsi, en résumé, on a une 

solution confinée si 0 < @ < po et 0 < @ < @o / V2. Les deux conditions se réduisent 
en fait à une seule, la dernière. En remplaçant la quantité & par sa valeur en fonc- 
tion des paramètres physiques, nous parvenons à la condition : 


— D 2 0,3562 


Ce résultat n'est pas trop éloigné d'un calcul plus rigoureux basé sur les équations 
de Mathieu, pour lequel la valeur numérique précédente est 0,4539. 
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Figure 4.12 


Courbe hop cos @) 


É et valeur 1 qui sert au calcul 
dE lu de la valeur spéciale @0 =1,8751 


0 0,5 1 15 @o2 6 introduite dans le texte. 


4.12. LUMINEUSES ÉQUATIONS DE HAMILTON [ÉNONCÉ P. 165] 


Les surfaces d'égal indice sont des cylindres d'axe parallèle à Oz ; la trajectoire 

lumineuse entre un point À et un point B est donnée par une courbe p(z) telle 
B 

que le chemin optique L,,; = r(pyds est extremum. Nous avons affaire à un pro- 
A 

blème variationnel classique, le chemin optique étant une fonctionnelle de la trajec- 

toire. On suppose que le point B est dans le plan formé par l'axe OZ et le point À. 


Nous sommes ramenés à un problème à deux dimensions dans ce plan. L'élément 
de longueur s'obtient comme d'habitude par ds? = dz? + dp?, ce qui implique 


ds = 1+ p? dz. Le chemin optique se met sous la forme traditionnelle à l'action, 


la variable z jouant le rôle du temps. Dans notre cas le “lagrangien” s'écrit : 


L(p,p°)=n(p}11+p°2 


On note, comme d'habitude, l'angle d'incidence 1, comme l'angle entre le rayon 
lumineux et la normale à la surface d'isoindice (ici la perpendiculaire à O7). On se 
convainc facilement que sini = dz/ds et cosi = dp/ds. Compte tenu de l'expres- 
sion de ds, il vient : 


Li 1 : p” 
sin i(p) = ———— ; Ccosi(p)=—-———— 
11+p"° V1 &p'* 


L'impulsion conjuguée à la variable p est par définition p=0,L. Avec l'expression 
du lagrangien obtenue à la première question, il est facile d'obtenir : 


V1+ pe 


p=n(p)cosi(p) = 
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La fonction de Hamilton est la transformée de Legendre du lagrangien : H = pp'-L. 
Après un calcul élémentaire basé sur la question 1 et l'élimination de p” au profit 
de p grâce à la question 3, on parvient à l'expression du hamiltonien : 


H(p,p)}=-\n(p} -p° 


La fonction de Hamilton ne dépend pas explicitement de z. On sait que, dans ce 
cas, elle reste constante sur la trajectoire. Cela implique n(p}? p? = Cte, ou encore, 


grâce à la question 3, n(p)? sin? i(p)= Cte, c'est-à-dire, tout aussi bien : 
n(p}sini(p)=Cte 


C'est l'expression de la loi de Snell-Descartes. 


Les équations de Hamilton s'écrivent, avec nos conventions : p” = 0,H et p'= —d,H . 
En utilisant l'expression du hamiltonien donnée dans la question 4, on en déduit les 
équations de Hamilton : 


, 4 ,_ n(p}r'(p) 


pa ; pet 
np}? - p? VE) p? 


En remplaçant #(p)=ñ0 ap}, le sinus par son expression de la question 2, dans 
l'intégrale première de la question 5, nous arrivons à l'équation différentielle donnant 


la trajectoire n0 — ap? =C V 1+p”?, où C est la constante d'intégration fonction des 


conditions initiales. Précisément C = #9 / \ 145 . Comme le rayon est très peu 
divergent de l'axe de révolution pf << 1 et on peut considérer que C = n9. 


Dérivons notre équation différentielle et simplifions par p’; il vient: p”+ 
q P P P P 


2ap 1 + pee /C =0 = p”+2ap(ño — ap?)/ C2. Toujours avec la condition que le rayon 


lumineux s'éloigne peu de l'axe p° <<p et avec la valeur C= no déterminée précé- 
demment, l'équation différentielle finale approchée prend la forme suivante : 


La solution de cette équation qui vérifie la condition initiale p(0) = 0 est simplement : 
p(2)= Asin(z\2a/n0). Au point I, d'abscisse z, = OI, où la trajectoire recoupe 


l'axe optique (pour la première fois), on doit avoir p(z;)=0, ce qui permet d'obtenir 
ZI = OI : 
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ñg 
Of=nr; = 
F 2a 


Cette valeur est indépendante de la constante À, qui gouverne l'inclinaison par 
rapport à l'axe de la trajectoire partant de la source. Ainsi, tous les rayons issus de 
O (pourvu qu'ils restent proches de l'axe optique) recoupent l'axe optique au même 
point }, appelée image de © par le système optique. 


4.13. L'APPLICATION DU BILLARD [ÉNONCÉ P. 166] 


Convention de signe : on choisit un sens de rotation (par exemple le sens direct) le 
long de la bande et les abscisses curvilignes sont mesurées selon ce sens par rapport 
à une origine arbitraire. Pour la mesure de l'angle d'incidence, on peut faire le choix 
d'angle entre la normale et la direction de la trajectoire entrante. 


Dans tout ce qui suit, on néglige la courbure de la bande et on considère que la 
différence d'abscisse curviligne entre deux points voisins s'identifie à la longueur 
de la corde qui les relie. 


Entre les deux chocs la boule n'est soumise à aucune forceetelle suitune ligne droite. 


Après un choc, l'angle de réflexion est l'opposé de l'angle d'incidence (avec notre 
convention) puisque la trajectoire est symétrique par rapport à la normale. 


Soient À,_1 et À, les points de la bande où ont lieu les chocs #-1 et n avec les 
abscisses curvilignes et les angles d'incidence correspondants (5,_7,i,_1)et(s,,1,). 


ôi, 


Figure 4.13 - Trajectoires (en traits pleins) de la boule de billard entre le choc n —1 et 
le choc n et rebond après le choc n. Les normales à la bande sont notées en pointillés. 
Sur la figure de gauche, on à représenté deux trajectoires ayant la même incidence, 
mais séparées par une faible abscisse curviligne. Sur la figure de droite, on a représenté 
deux trajectoires issues du même point mais avec des incidences légèrement différentes. 
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Faisons arriver, au choc #—1,la boule en un point B,_:, infiniment proche de À,,_; 
et avec le même angle d'incidence i,_,, mais une abscisse curviligne légèrement 
différente À,_1B,_1 = 65, 1. Le choc suivant aura lieu en un point B, infiniment 
proche de À, : A,B, = —-ôs, (attention au signe), avec la même incidence i,, (paral- 
lélisme de la trajectoire et des normales). Les sinus de l'angle d'incidence sont 
évidemment égaux et donc ôp,, = 0. 


Soit C le pied de la perpendiculaire abaïissée de B,,_1 sur AÀ,_1A, et D le pied de 
la perpendiculaire abaissée de B, sur A,_1A,. À cause des remarques précédentes, 
on à CBy-1 = DB; = A. D'autre part dans le triangle CB,_,A,_; on a la relation 
A = À,_1By_1 cos(i,_1) = ôs,_1 cos(i,_1). De même dans le triangle DA,B,, on a la 
relation À = ës, cos(i,). En égalant les deux expressions de A et en tenant compte 
du signe correct, on parvient à la relation cherchée : s, = —-6s,_1 cos(i,,_1) / cos(i,). 
Ainsi, à angle d'incidence constante, nous avons les égalités suivantes : 


Sé 5e 58 cos(is-1) Sn =Ù 
M UT Pn 


On travaille maintenant à abscisse curviligne constante et le nouveau choc 1-1 
a lieu en À,_; mais avec un angle d'incidence i,,_; + Gi,_1. La nouvelle trajec- 
toire coupe la bande en B,, voisin de À, avec un angle d'incidence i, + ôi,. Consi- 
dérons le triangle ÀA,_:4,B, et notons AÀ,_1A, = L. La relation des sinus dans 
ce triangle donne A,B, / sin(ôi,_1) = A,_14, /sin(n/2-i,-&i,), d'où AÀ,B, = 
Lsin(ôi, _1)/cos(i, + ôi,). Au premier ordre, on se borne à A,,B, = Lôi,_1 / cos(i,). 
D'autre part ôp,,_ = ô[sin(s n—1 )] =cos(i, _1)0i,_1. Compte tenu de la relation A,,B, = 
—6s,, les deux égalités précédentes conduisent à 65, =—Lôp,_1 /(cos(i,_1)cos(i,)). 


Enfin, à cause du parallélisme des normales, on voit que l'on a &i, =-ûi,_1. 
Cette identité, traduite en termes des variables p, entraîne la relation ôp, = 
—8p, 1 (cos(i,)/cos(i,_1)). Ainsi, à abscisse curviligne constante, nous avons les 


égalités suivantes : 


L cos(i,;) 
6e es On = — Ge 
5 Pn-1 Pa cos(i, 1) n 


cos(t,,-1)cos(i,) : 


De façon générale on peut écrire s,, = F(s,_1,p,_1) et p, = G(s,_1,Ph_1). En prenant 
les différentielles de ces fonctions et en utilisant les résultats des deux questions 


précédentes, on peut faire l'identification (9F /ds,,_; h | =-cos(i,_1)/cos(i,), 
H— 


(0G/05,-1),  =0, (OF /dpy1).  =-L/(cosfi,_1)cos(i,)), (0G/dp,1). = 


Sn—1 Sn-1 


—cos(i,)/cos(i,_1). Ces dernières quantités permettent d'écrire les variations infini- 


Ôs ôs 
tésimales des coordonnées généralisées sous forme matricielles | Sal = M ; 
p n n—1 


Ôp 


avec la matrice M donnée par : 
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cosy) | L 
ee cos(i,) cos(i,)cos(i,_1) 
L o __cos(i,) 
cos(i,,_1) 


On vérifie immédiatement que det(M)=1, ce qui assure la conservation de l'aire 
dans l'espace de phase (à condition bien sûr de choisir pour coordonnées générali- 
sées 5, et p). 


4.14, DOUBLE PUITS PARABOLIQUE [ÉNONCÉ ET FIGURE P. 167] 


1 Le potentiel ne dépend pas du temps et l'énergie cinétique est quadratique en 
vitesse ; le hamiltonien vaut H=T+V. L'énergie cinétique s'exprime comme 


p? / (2m) et pour [x] < a le potentiel est donné par V(x)=-Vi(x / a)?. Ainsi : 
2 2 
p x 
H(x,p)=—-Vi|- 
(x,p) re a z) 


La valeur prise par la fonction de Hamilton reste constante le long de la trajectoire 
et s'identifie à l'énergie E. On voit immédiatemment que si E <-V,,, aucun mouve- 
ment n'est possible, car l'énergie cinétique doit rester une quantité positive. Nous 
avons deux régimes possibles : E>0 et -V, <E<0 pour lesquels le nombre de 
points tournants est différent. 


> Premier régime E >0 


2 Notons E=rV, (r>0 est un nombre réel sans dimension) et y = x/4. Les points 
tournants sont définis par E = V(x). Ici le cas est un peu particulier car le potentiel 
ressemble plutôt à une distribution, avec un passage entre une valeur négative et 
l'infini sur une distance nulle (voir figure 4.5). On peut toujours convenir que le 
potentiel prend précisément la valeur E à cette distance. De toute façon, la parti- 
cule ne pourra jamais explorer la région |x|>4. Nous avons affaire à deux points 


tournants : 


Xo = +4 


Entre ces points tournants le mouvement est permis. 


3 Avec nos conventions, l'équation de l'énergie s'écrit r Vo = p? / (2m) Voy?, c'est-à- 
dire : 


p(y) = +/2mV5 \1? +T 
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Cette équation constitue le portrait de phase. La particule part de x =-4 avec une 
vitesse positive, sa vitesse diminue pour atteindre un minimum en x =0, puis sa 
vitesse augmente à nouveau. Arrivée en x = 4, sa vitesse change instantanément de 
signe et devient négative. La particule repart en sens opposée avec un mouvement 
symétrique. Le portrait de phase est illustré sur la figure 4.14. 


P 


Figure 4.14 - Portrait de phase du double puits parabolique. Il faut comprendre que 
les courbes passent d'une valeur positive (ou négative) de l'impulsion à une valeur négative 
(ou positive) au contact d'un bord. Les lignes pointillées sont les séparatrices entre 
les deux régimes (E = 0) et sont également les asymptotes des deux familles d'hyperboles. 
Les hyperboles du dessus correspondent à E > 0 et celles des côtés à E <0. 


4 À cause de la symétrie, nous n'étudions que le trajet de —a à 4. Sur cette portion 
p= mx = may est positif. La relation de la question 3 fournit l'équation différentielle 


donnant accès à 1(f) : y = V2V / (ma?) \/y? +r. C'est une équation à variables sépa- 
rées qui ne pose pas de difficulté particulière. On a intérêt à faire le changement de 
variable y ru. En sesouvenant aussi que x(t) = ay(t),nous obtenonslaloihoraire : 


E 24 V. 
5 =a. = sh Se A h. 2 
x(#) as | D rgs à 


5 Le mouvement est périodique, de période T. Pour le trajet aller, dont l'équation 
horaire est donnée à la question précédente, on a simplement une demi-période T / 2. 
Ainsi nous avons le lien x(T / 2) = a qui donne accès à T : 


2 
T=4 M Argeh 
Fe E 
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> Deuxième régime -V, <E <0 


En plus des points tournants précédents, qui persistent pour la même raison, il existe 


d'autres points tournants pour lesquels E =-Viy?. On pose cette fois |E]= Vo. On 


LE : 
trouve ÿo =+vr, soit xp =+Vre. 


Il n'y a que deux zones disjointes de mouvement possibles : entre —4 et —+/ra ou 
entre Vra et a. Nous étudierons seulement ce dernier mouvement, l'autre pouvant 
être décrit par un raisonnement analogue. 


L'équation fournit encore le portrait de phase qui s'écrit dans ce cas : 
p(y)= 2 /2mVo y? -r 


Entre \ra (où sa vitesse s'annule) et 4 on doit prendre la valeur positive ; en x =4 
la particule change instantanément le signe de sa vitesse et elle repart en sens inverse 
avec une vitesse négative qui s'annule à nouveau en x= Vra. Le portrait de phase 
correspondant est illustré également sur la figure 4.14. 


\ y? —r, qui s'intègre de la même façon pour donner : 
X(#) = à an 2e 
V a 


Nous avons encore affaire à un mouvement périodique. La demi-période T /2 
s'obtient grâce à la relation x(T / 2) = a. Un simple calcul donne le résultat : 


_—. 
T=2 77 Argch Fe 
2V \ E] 


Lorsque E > 0, le portrait de phase consiste en des morceaux d'hyperboles, dont les 
asymptotes sont les séparatrices, correspondant à E = 0. Lorsque E <0, on a encore 
des morceaux d'hyperboles (qui se réduisent à un point pour -V, =E), avec les 
mêmes asymptotes. 


Dans un cas comme dans l'autre, on vérifie que T — + lorsque E — 0. 
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4.15. STABILITÉ DES TRAJECTOIRES CIRCULAIRES 
DANS UN POTENTIEL CENTRAL [ÉNONCÉ P. 168] 


Nous partons de l'équation de Binet (sous sa forme intégrée) : y”? + u? =(2m/0°) 
(E-V(1/u)). Avec le potentiel proposé V(1 / u)=—Au® (rappelons que 4(b)=1/p(6)). 
Nous pouvons réécrire l'équation de Binet sous la forme : 


0? ,2 5 2 (3 
EE 4 + Vu) 3 Vetu)= su = }u 


Cette équation peut se mettre sous la forme u’ = u’(E,u), qui est une équation ana- 
logue à celle du portrait de phase p = p(E,q), pour laquelle la variable 6 remplace 
le temps. 

Remarquons que le premier terme du potentiel effectif est simplement le poten- 
tiel de la force centrifuge. En effet la force d'inertie centrifuge vaut f = mo?p, que 
l'on peut réécrire, grâce à © = mœp?, f= o? / (mp) = -a[s? / Qmp?))] / dp. On voit 
immédiatement que cette force dérive du potentiel o? / (2mp°) = ou? / (2m). 


L'autre terme du potentiel effectif est simplement le potentiel des forces réelles agis- 
sant sur le système. 


Nous devons toujours avoir la condition es 0, soit Vegr (4) <E. Les valeurs de u 
pour lesquelles V,(u) présente un extremum sont des positions d'équilibre : il est 
facile de trouver les valeurs u, correspondant à V;g(ue)= 0. On trouve toujours une 
2 (ae) ” 2 
solution : #4 = [o / (ho)] . En calculant Vef(w)= 06" (2-a)/m, on voit que 
l'extremum est un minimum (orbite stable) si & <2, un maximum (orbite instable) 
dans le cas contraire. La solution u(@) = u, correspond à une orbite circulaire, centrée 
sur le centre de force, si l'énergie est choisie de façon à ce que u’(6) = 0. Le rayon du 
cercle est donné par p. =1/u, soit: 


L'énergie mécanique totale correspondante E; prend la valeur V,(#.)=E;. Pour 
notre potentiel, cette équation conduit à : 


œ 


En 2 o? f* 


2 mAh“ 
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Cette énergie est positive si &« <0 ou & >2 ; elle est négative si 0 < œ <2. L'énergie 
potentielle sur le cercle est simplement V =-X/p#. L'équation de Newton fournit 
d'autre part mo? /p.=|F|=|-dV /dpl=ha/p%tl, soit T= Love = a /(2p£), 
autrement dit T =-aV /2. Comme d'autre part, nous avons aussi T+V=E,, on 
tire facilement : 

V Pons LE a 
FES. 2 


Ces formules sont l'expression du théorème du viriel pour ce potentiel particulier. 
Dans sa formulation générale, le théorème du viriel stipule que (T)= = LE n) où 
{ } signifie une valeur moyenne sur un temps suffisamment long. Pour nos orbites 
circulaires, ces quantités n'évoluent pas au cours du temps et leur valeur moyenne 
est tout simplement leur valeur prise sur ce cercle. Avec le potentiel puissance pro- 
posé il est facile de voir que F.p= aV et donc nous retrouvons de façon simple la 
relation déjà donnée T = -aV /2 (pour le potentiel coulombien T =-V /2 et pour 
le potentiel harmonique T =V). 


Au voisinage de l'orbite circulaire, l'énergie est peu différente de E,: E=E,+AE et 
le rayon u(b) (qui dépend maintenant de 6) est peu différent de u. : u(b)=v(6)+4,. 
On peut développer le potentiel effectif en se limitant au deuxième ordre en ? (le 
premier est nul à cause de la condition d'extremum). En faisant les remplacements 
correspondants dans l'équation de Binet on trouve v'2+(2-o)0? = 2mAE / 6?, soit, 
après dérivation, v”+(2—a)v= 0. 


Si &« >2, la solution de cette équation différentielle est exponentiellement croissante 
et nous avons affaire à une orbite circulaire instable ; si & <2 au contraire la solution 
est de type oscillatoire v($) = A cos(Ÿ2 - &). L'orbite circulaire est stable et dans ce 
cas l'orbite réelle varie entre un périhélie p,,5, et un aphélie px : 


1 


5. Pmax © A 


Pmin = —— 
PT ue + A Ue 


p (ou 4) retrouve sa valeur lorsque v(4) retrouve sa valeur, ce qui se produit lorsque 


l'angle 6 = +27 /V2- 0 ; entre deux périhélies ou aphélies l'angle ® a varié de 


N2-œ 


L'orbite perturbée est fermée si un multiple entier de Aÿ: q4Ad correspond à un 
nombre entier de tours, soit p2x. La condition d'existence d'une orbite fermée est 
donc que Ad =(p / g)27. Cela donne une condition sur @ : 


a 
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où p et 4 sont des nombres entiers quelconques. 


Si a =n est un nombre entier, la condition pour une orbite fermée est que V2-n 
soit un nombre rationnel. On vérifie que c'est le cas pour n=1 (problème coulom- 
bien: p=q=1 il faut un tour complet pour revenir sur le périhélie) et pour n = -2 
(problème harmonique : p=1,q=2 il ne faut qu'un demi-tour pour retrouver le 


périhélie). 


4.16. PERLE SUR LE CERCEAU [ÉNONCÉ P. 169] 
La fonction de Lagrange du système a été déterminée auparavant (voir problème 1.4) ; 
elle s'exprime comme : L(8, ô) L LmR?(6? +@? sin? 68)-mgeRcos8.Onen tire l'impul- 
sion p = dE = mR?6 , puis la fonction de Hamilton : H = pô — L, c'est-à-dire : 

2 


p 1 2:72 
H(6,p)= +=—mR{2 6-R (. 
(6,p) SR 5 Ta ( gcos @*sin ] 


En identifiant l'expression précédente à H =T +V,,(8), on déduit facilement l'expres- 
sion du potentiel effectif : 


V, (8) = ZmMR(28 cos - Ro? sin? 6) 


Ce potentiel comprend une partie due à la pesanteur et un terme d'énergie centrifuge. 


Il est aisé de vérifier les propriétés : V,(27 +8) = V;,(8) (la fonction est périodique) 
et V,(r+8)=V,(r-8) (la fonction est symétrique par rapport à la verticale orientée 
vers le bas 6 = x). Il suffit d'en faire l'étude sur l'intervalle [0,x]. 


De plus le système est autonome et la valeur prise par la fonction de Hamilton sur 
la trajectoire est une constante appelée énergie : 


p? 
E=—+v, (6 
2mR? w(®) 


Calculons la dérivée dV,, / d8 =-mRsin ef g+ Ro? cos e) et introduisons la pulsation 


propre &9 = /g/R, pour écrire: dV,, / d8 = —mR? sin o[wÿ + @? cos 0). La dérivée 
s'annule toujours pour 8=0 et 8-7 et éventuellement pour la valeur cos8, = 


où /&°. Un mouvement n'est possible que si la condition V,,(8) < E est remplie. 
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> Cas de la rotation rapide © > @j 


3 Dans ce cas loÿ / w?| < let la valeur 8, est obtenue effectivement : 


8, = Arccos(—-oê / &?) 


On calcule sans problème la valeur E,, = V,,(8,)= = LmR2w?(1 + on / o*). Le poten- 


tiel décroît de “1gR pour la valeur 8=0 jusqu'à E,, pour 8=86,, puis croît ensuite 
jusqu'à —mekR pour 8=7. 8=86, (et aussi 6=7r+8,) correspond à un minimum 
du potentiel et donc à un angle d'équilibre stable, tandis que 8=0 et 8-7 corres- 
pondent à des maxima du potentiel et donc à des positions d'équilibre instable. 


4 Si E,, <E <-mgR, il existe deux points tournants entre lesquels est confiné le mou- 
vement. Supposons un mouvement autour de la position d'équilibre 8, et notons 
0=06,+e. Un développement au deuxième ordre en £ de la fonction de Hamilton 


fournit H=E,, + p? / (2mR?)+ LmR?o° (1-06 / w*)e?. On reconnaît là le hamilto- 


nien d'un oscillateur harmonique. Les équations de Hamilton conduisent aux équa- 


2 


tions du mouvement ë + @?e =0, avec © = @2(1 — of / o+). Nous avons affaire à 


un mouvement sinusoïdal de pulsation : 
4 
" œ ; 
&=0@ 1-1 =wsin6, 
(a) 


5 Regardons à présent la condition —mg@R < E < mgR. On à un point tournant 8; 
compris entre 0 et 6, et un autre correspondant au point symétrique x +6,. Le 
mouvement a lieu entre ces deux points tournants pour lesquels la vitesse s'annule. 
De 8; à 6. la vitesse augmente, puis de 6, à x elle diminue ; de x à 27-86, 
elle augmente à nouveau, puis de 2r-8, à 2r -8; elle diminue jusqu'à s'annuler 
en 6,. La vitesse change de signe puis le mouvement repart dans l'autre sens de 
façon symétrique. Il s'agit d'un mouvement de libration. 


6 Si E>mgR, il n'existe plus de point tournant et la vitesse garde un signe constant. 
Nous avons affaire à un mouvement de rotation (dans un sens ou l'autre suivant le 
signe de la vitesse). Du point haut à 6, la vitesse augmente puis ralentit de 6, à x ; 
de x à 2x -6, elle augmente à nouveau, puis de 27-86, au point haut elle ralentit 
à nouveau sans jamais s'annuler. 


7 Le portrait de phase est donnée par l'équation : 


10 


11 
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qui représente de façon graphique les comportements explicités plus haut. Il est 
tracé sur la figure 4.15. Les courbes obtenues pour les valeurs spéciales de l'éner- 
gie E=-mgR et E=mgR, qui font la distinction entre deux régimes différents, 
s'appellent les séparatrices. 


Figure 4.15 


Portrait de phase de la perle 
pour une rotation rapide 
du cerceau. 


> Cas de la rotation lente 0 <@ <@y 


La condition d'existence de 8, ne peut plus être remplie. Il n'y a que deux points 
d'équilibre 8-0 pour lequel le potentiel est maximal m1gR (équilibre instable) et 
8-1x pour lequel le potentiel est minimal —-mgR (équilibre stable). Entre les deux, 
le potentiel décroît (voir figure 4.16). 


Si — mgR<E <mgk, il existe deux points tournants 8, et 27-06; entre lesquels a 
lieu le mouvement. Pour un mouvement proche de la position d'équilibre, on écrit 
8=n+Ee et on développe la fonction de Hamilton au second ordre en €. Un calcul 
simple, et en tout point analogue à celui de la question 4, fait apparaître un mouve- 
ment harmonique de pulsation : 


C'est un mouvement de libration. 


Lorsque E > mgk, il n'existe plus de points tournants et la vitesse garde un signe 
constant. Nous avons affaire à un mouvement de rotation. Il y a accélération de la 
position haute jusqu'à la position basse où la vitesse est maximum, puis ralentisse- 
ment de la position basse à la position haute où la vitesse est minimum. 


Le portrait de phase est donné par la même équation, mais il a une structure plus 
simple. Il est tracé sur la figure 4.16. Il n'existe dans ce cas qu'une séparatrice obtenue 
pour la valeur E = mgk. 
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Figure 4.16 


Portrait de phase de la perle 
pour une rotation lente 
du cerceau. 


12 La position 8 =0 est dans tous les cas une position d'équilibre instable. Par contre 
la position 8 = 7x est une position d'équilibre stable tant que © <@p et devient 
instable dès que © >. Pour cette valeur particulière de la vitesse de rotation 
© = @p, naît une paire de positions d'équilibre stable en 8. et 27-06, qui s'écartent 
de plus en plus lorsque la vitesse de rotation augmente et tendent vers les valeurs 
rn/2 et 3r/2 pour des très grandes vitesses de rotation. Ce phénomène de trans- 
formation d'un équilibre stable en un équilibre instable avec apparition simultanée 
d'une paire de positions d'équilibre stable s'appelle une bifurcation. 


Le comportement des points d'équilibre est illustré sur la figure 4.17. 


Figure 4.17 


Angles d'équilibre stable 
(trait continu) et instable 
(trait pointillé serré) 

en fonction du rapport 

de la pulsation propre ©o 
et de la vitesse angulaire 
doses de rotation © du cerceau. 


4.17. TRAJECTOIRES DANS UN CHAMP DE FORCE CENTRAL [ÉNONCÉ P. 170] 


1 Rappelons les quantités sans dimensions utilisées : l'énergie £=E / (mc?), un para- 
mètre indépendant lié au moment angulaire V=[K/ (oc)f (d'autant plus petit que 
le moment angulaire est fort ou que la force de Coulomb est faible) et l'inverse du 
rayon vecteur u =|K|/(mc?p), quantité toujours positive. La forme intégrée de l'équa- 
tion de Binet relativiste trouvée dans le problème 3.2 s'écrit dans ce cas particulier 
avec les unités naturelles : 


wwWw.Ebook777.com 
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u'? +u? = vle +u)? - il 


le signe positif étant réservé à un potentiel attractif et le signe négatif à un potentiel 
répulsif. On peut la réécrire sous une forme un peu plus maniable : 


A cette équation, nous devons ajouter les restrictions suivantes : 4 > 0 et une vitesse 
inférieure à la vitesse de la lumière, soit un facteur relativiste y > 1 qui, compte tenu 
de l'expression de l'énergie E = ymc? +V, entraîne u>1-Ee dans le cas attractif et 
u<e—1 dans le cas répulsif. 


> 1% cas v<1 (grand moment angulaire ou faible force de Coulomb) 


Le portrait de phase, tracé dans le plan (u,u’), est une ellipse à condition que le 
membre de droite de l'équation soit positif. Cela est le cas si £>E£, = \1-v. € est 
la plus basse énergie pour un moment angulaire donné. On doit avoir dans ce cas 
u=0 et u=u.=v/V1-v. La trajectoire est une orbite circulaire de rayon r. = 
V1-v/v. Cette condition pour l'énergie a son pendant dans l'expression de 
l'excentricité des orbites de Kepler e = V1 +2(E- mc? )o? /(mK?) = V1+2(£- 1)/v 
(n'oublions pas que dans le cas relativiste l'énergie est la somme de l'énergie au 
repos plus l'énergie classique). L'excentricité est nulle si e=1-v/2+ \1-v. 
On voit donc que l'importance du traitement relativiste croît avec v : il diminue 
quand le moment angulaire croît. 


Pour plusieurs valeurs de l'énergie, le portrait de phase est constitué d'ellipses 
emboîtées. 


Figure 4.18 - Portrait de phase dans le cas V <1. À gauche potentiel attractif ; 
les ellipses sont emboîtées par ordre d'énergie décroissante. Pour € = 1 nous avons l’ellipse 
en pointillés. Pour des valeurs plus basses de l'énergie les ellipses sont complètes. 
Elles dégénèrent en un point pour une orbite circulaire atteinte pour une énergie £ = €... 
À droite potentiel répulsif ; elles s'emboîtent à nouveau par ordre d'énergie décroissante. 
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Dans le cas d'un potentiel attractif, ce portrait est représenté sur la partie gauche de 
la figure 4.18. Pour une énergie £ < 1 l'ellipse ne coupe pas l'axe de l'ordonnée. La 
trajectoire est comprise entre un aphélie et un périhélie. Dans la figure 4.19, nous 
en avons représenté un spécimen. Remarquons que pour £=1, on peut avoir u”’= 
u =0 ; il s'agit de l'ellipse en pointillés. Dans ce cas il s'agit d'une orbite qui peut 
atteindre l'infini mais avec une vitesse nulle. Pour des énergies € > 1, l'ellipse coupe 
l'axe des ordonnées. La trajectoire s'approche à une distance minimum du centre 
de force, éventuellement en fait le tour et repart vers l'infini sans jamais avoir une 
vitesse nulle. 


Figure 4.19 


Exemple de trajectoire correspondant 
à la partie gauche de la figure 4.18 
pour une énergie E <1. 


Dans le cas d'un potentiel répulsif, on a toujours € > 1 et les ellipses sont toujours 
tronquées par l'axe des ordonnées puisque le centre est obtenu pour une valeur 
négative de u. Ce portrait est représenté sur la partie droite de la figure 4.18. Les 
ellipses sont emboîtées les unes dans les autres par ordre d'énergie décroissante. 
Dans tous les cas les trajectoires s'en vont à l'infini et s'approchent d'autant plus du 
centre que l'énergie est élevée. 


Appliquons ces remarques au cas de l'atome d'hydrogène, avec une orbite circulaire. 
Nous avons vu que, dans ce cas particulier, l'énergie relativiste est = 41-v et 
l'énergie classique £ = (1— v /2). Dans notre cas K = =) (4ñe£o) et l'énergie poten- 
tielle V =-|K|/ 40. Le théorème du viriel dans le cas coulombien entraîne T = - 5 V, 
soit une énergie totale E = mc? +T+V = E= mc? + i V. Enfin, en utilisant la valeur 
du rayon de Bohr 49 = #? /(mK|), on trouve V =-mc?|K|? /(h?c?) = -mc2o? , où 
on a introduit la constante de structure fine &=[|K|/(ñc)=1/137. Ainsi la valeur 
classique de l'énergie totale vaut E = mc?(1- 0? /2) ; cela nous fournit la valeur de 
v= a?. On en déduit la valeur relativiste de l'énergie totale : 


Ce résultat est précisément la valeur obtenue par un calcul quantique relativiste. 
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> 2€ cas V>1 (faible moment angulaire ou force de Coulomb importante) 


Pour le portrait de phase, nous avons affaire à présent à des hyperboles, dont une 
des nappes est exclue par notre condition y > 1. Ce portrait est représenté sur la 
figure 4.20. 


Figure 4.20 - Portrait de phase dans le cas V > 1. À gauche potentiel attractif ; 
les hyperboles s'emboîtent les unes dans les autres par ordre d'énergie décroissante 
(la courbe en pointillés correspond à £ = 1). À droite potentiel répulsif ; les hyperboles 
s'emboîtent les unes dans les autres par ordre d'énergie décroissante maïs on a toujours £ > 1. 


A gauche le potentiel est attractif ; toutes les orbites tombent (ou partent) en spirale 
au centre. Celles de grande énergie £ > 1 viennent (ou partent) à l'infini. Celles avec 
e = 1 (courbe en pointillés) parviennent à l'infini juste avec une vitesse nulle. Enfin 
celles avec € <1 ne parviennent jamais à l'infini, mais s'éloignent d'autant plus du 
centre que l'énergie est élevée. Un spécimen d'une telle courbe est illustré sur la 
figure 4.21. 


Figure 4.21 


Exemple de trajectoire correspondant 
à la partie gauche de la figure 4.19. 


A droite de la figure 4.20 le potentiel est répulsif. Les hyperboles s'emboîtent les unes 
dans les autres par ordre d'énergie décroissante, mais on a toujours la condition 
£ > 1. Toutes les orbites partent et finissent à l'infini mais aucune ne parvient au 
centre de force. Elles s'en approchent d'autant plus que l'énergie est élevée. 


Chapitre 5 


FORMALISME DE HAMILTON-JACOBI 


Résumés de cour 


Ce chapitre ne vous aidera pas vraiment à résoudre un problème de mécanique, en 
tout cas pas de façon simple, mais il a un intérêt historique et surtout il est essentiel 
car il permet de relier la mécanique avec les phénomènes ondulatoires, l'optique et 
en particulier la mécanique quantique. 

L'action considérée ici est encore l'intégrale du lagrangien. Dans le chapitre 3, on la 
considérait comme une fonctionnelle du chemin à bornes fixes. Ici, on fixe une fois 
pour toutes le chemin comme étant la trajectoire physique ; l'action est considérée 
comme fonction de l'espace et du temps à l'extrémité de la trajectoire. Cette fonc- 
tion satisfait une équation aux dérivées partielles qu'on ne sait que très rarement 
résoudre. Si c'est le cas, le problème mécanique est complètement résolu : on dit 
qu'il est intégré. 


5.1. LA FONCTION ACTION 


Soit une trajectoire! — c'est-à-dire des fonctions 4(f) = (a (Ë),4E),., 0m (E)) qui satis- 
font aux équations de Lagrange - qui commence à q1 au temps # (4(t=Ht)=q) et 
finit à q au temps t (ÿ(f =t)=q). La fonction action est l'intégrale du lagrangien le 
long de cette trajectoire : 


f 
SQt,q,h) = ]LGE)4E),D df (5.1) 


t 


1 Notons, comme on l'a vu dans le chapitre 3, qu'il peut ne pas y en avoir ou, au contraire, 
qu'il peut y en avoir plusieurs. 
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Exemple — la particule libre 
Le lagrangien est l'énergie cinétique seule et la trajectoire est rectiligne uniforme. On en 
tire par (5.1) l'expression de l'action (voir aussi problème 5.1). 


SE qut {en 
1141/1 2 (4 = t ) 
Dans la suite on supposera q et # fixés et on les omettra souvent de l'écriture. On 
a les relations : 
dt). d5(45) 


Ainsi la fonction action satisfait l'équation aux dérivées partielles non linéaire du 
premier ordre en +1 variables (les coordonnées plus le temps), dite de Hamilton- 
Jacobi : 


d5(q,t) 05(4,t) 
Eve a a = :) (5.3) 


5.2. L'ACTION RÉDUITE 


Pour un système autonome l'énergie est une constante : H(q,p)=E=p-à4-L(q,à) 
et l'action prend la forme : 


S(qit,;qt1)=-E(t-t1)+5(q,q4,E) (54) 


où on a introduit l'action réduite 


f à CE ue q 
San, E)= [r(a@),40)-40 4 = | p(@,E)-dû (55) 
h qi 


Remarque très importante — À q, et q fixés, l'orbite? peut être parcourue avec des lois 
horaires différentes. Cela correspond à des temps de parcours et à des énergies 
différents. Pensez à une particule libre sur une droite parcourue avec des valeurs 
différentes de la vitesse. Il existe donc un lien entre l'énergie et le temps de 
parcours, que nous cherchons à expliciter plus précisément. 


2 Par orbite on désigne la courbe dans l'espace de configuration, indépendamment de Ja 
façon dont elle est décrite. 
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En effet, on peut décrire l'orbite par un paramètre noté t. On obtient, à un facteur 
près, toutes les vitesses généralisées g = . = fi = q"t et de même pour les impul- 
sions par p(q,q"t)=0;L(q,q) et ce facteur ? est fonction de l'énergie par la relation 
H(q,p(q,q"1)) = E. On a doncun lien E(q,t) ou t(q,Ë). Ainsi l'impulsion p(q,E) uti- 
lisée dans (5.5) est une fonction des coordonnées et de l'énergie. Ce point est discuté 
plus en détail dans le problème 5.1. 


L'action réduite n'est plus une fonction du temps mais de l'énergie. 


À l'inverse, l'action totale définie par (5.4), allié à (5.5), n'est plus fonction de l'énergie 
mais du temps. 


Prenons le cas d'une particule dans un potentiel indépendant des vitesses. En sui- 
vant cette démarche, et en prenant comme paramètre l'abscisse curviligne ds, on 
obtient : 


: RÉREN NES 
Sqm,E)= [ J2m(E-V(q)) ds 
qi 


L'action réduite satisfait à l'équation caractéristique aux dérivées partielles de 


Hamilton-Jacobi : 
d6(q) 
Hig;=< |=E | 
Ê 0 | (5.6) 


Le temps de parcours entre les extrémités de la trajectoire peut être obtenu à partir 
de la formule : 


rt SO (5.7) 


5.3. PRINCIPE DE MAUPERTUIS 


Pour un système autonome à plus d'un degré de liberté on peut résoudre le pro- 
blème en deux étapes. Déterminer d'abord l'orbite et ensuite déterminer la vitesse 
sur l'orbite. La détermination de l'orbite peut se faire en utilisant le principe de 
Maupertuis. L'obtention de la vitesse en chaque point de l'orbite ne présente pas 
de difficulté : on calcule d'abord le potentiel en ce point, puis en le retranchant de 
l'énergie mécanique, on parvient à l'énergie cinétique et donc à la vitesse. 


Le principe de Maupertuis dit que l'orbite vraie entre les points 90 et g, est celle qui 
rend stationnaire l'action réduite : 
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. 41 
$(4,E)= [Y p;(,E)da; (5.8) 


40 


Dans le cas d'une particule dans un potentiel, on reconnaît une forme de principe de 
stationnarité analogue à celui du chemin optique de Fermat avec comme indice $ 


n(g,E)= V2m(E-V(q)) (voir le problème 3.6, p. 113). 


5.4. LE THÉORÈME DE JACOBI 


Toute équation aux dérivées partielles du premier ordre, en particulier l'équation 
de Hamilton-Jacobi, possède une solution dépendant d'une fonction arbitraire : 
cette solution est l'intégrale générale. Néanmoins, pour les systèmes mécaniques, 
ce n'est pas cette intégrale générale qui importe, mais une solution qui dépend de 
constantes en nombre égal aux nombres de variables indépendantes. Cette solution 
particulière 5(q,t,a) s'appelle intégrale complète de l'équation de Hamilton-Jacobi. 
Elle dépend d'une constante additive sans intérêt? et de n constantes arbitraires 
que l'on note & pour (dr, QG). 


Le théorème de Jacobi se traduit par les équations : 


d5(q,t,a) 
oœ; 


B; (5.9) 


où (B1,B2,...B,) sont # constantes arbitraires. 


Si on a la chance de connaître cette solution complète, le problème est alors entière- 
ment résolu ; on dit qu'il est intégré. En effet, de la relation (5.9),on peut (en théorie) 
par inversion obtenir la trajectoire g(t,0.,B), pour laquelle les 2n constantes & et 


sont ajustées par les conditions initiales q = q;1 et p = 0,5(q,t,&) . 
TEEN 


3 C'est le module de l'impulsion. Contrairement à l'optique, c'est pour la vitesse la plus 
grande que l'indice est le plus grand. 

4 Comme l'action n'apparaît qu'à travers ses dérivées partielles dans l'équation de Hamilton- 
Jacobi, l'addition d'une constante à l'action est encore une solution de la même équation. 
Cette constante ne change pas l'impulsion, ni les équations du mouvement (5.2). 
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5.5. CAS DE SÉPARATION DES VARIABLES 


Supposons que, dans la fonction de Hamilton, on arrive à rassembler une coor- 
donnée (la dernière par exemple) et son impulsion dans un groupement noté 
nnrda, (rt), indépendant des autres degrés de liberté et du temps. Alors, 


on a les résultats suivants : 


+ d'une part l'action se sépare en une somme impliquant des coordonnées différentes 
S(q,t)= San On) + Sn-1(913Qn-1 Est) ; 

+ d'autre part &, est une des constantes de la solution complète de Hamilton-Jacobi 
ce qui nous permet de déterminer $,,(q,,@,,) par une intégrale grâce à l'équation 


; ; dS,(Qn, À 
différentielle &, qu, (An On) = Cte. 
dqn 
La variable q, est dite séparée. C'est toujours le cas pour un système autonome 
puisque le temps se sépare et conduit au terme —Ef dans l'action (voir 5.4). C'est 
aussi le cas pour une coordonnée cyclique q, puisque dans ce cas p, =&, et on 
peut faire apparaître un terme séparable &,,q, dans l'action. 


Une fois repérée la variable g, séparée, on remplace alors dans l'équation de 
Hamilton-Jacobi le groupement par la constante et il se peut qu'une deuxième coor- 
donnée (disons l'avant-dernière) soit aussi séparable, introduisant une nouvelle 
constante &,_1. 


S'il est possible de continuer ce processus pour toutes les variables, le problème est 
dit complètement séparable et il est intégrable 5. L'action se met alors sous la forme : 


S(q,t,a)=S1(q1,t,0,, 04) +S5(go,02,, 0, )+.:+86,(q,,@n) (5.10) 


Exemple très important — une particule dans un champ de force central 
Il est utile d'utiliser les coordonnées sphériques ; dans ce cas le hamiltonien s'écrit : 


2 
d'y has. 184 
H = + + 
2m Pr r? Fe sin? 8 


+V(r) 

La coordonnée & qui n'apparaît que par son impulsion $ est donc séparable Po = C3 ; 
c'est la projection du moment angulaire sur l'axe OZ. Alors il en est de même pour la 
coordonnée @ qui apparaît dans le groupement pé + aÂ / sin? 6 qui représente le carré 
du moment angulaire. 


5 La dernière constante est forcément proportionnelle à l'énergie. 


6 C'est une coordonnée cyclique. 
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La dernière variable se sépare également si le potentiel est indépendant du temps et la 
dernière constante est l'énergie ©. Par la construction précédente on aboutit à l'expres- 
sion de l'action sous forme séparée : 


S(q,t, a) = ant + [ 2m (ou Meet (2mr?)) dr+ [ \o2 - a / sin?(6) 40 +030 


L'application du théorème de Jacobi d4,S(q,t,a)=$; résout le problème. Par dériva- 
tion par rapport à ©3, puis par un choix convenable des axes on peut choisir &3 = 0 et 
= Cte. Cela implique un mouvement plan. Dans ce plan, l'angle représente l'angle 
polaire. Par dérivation de l'action par rapport à ot; le théorème de Jacobi fournit : 


6 = B) Æ 7 _dr — = — 
V@mr* / a3)(E —V{r))- r? 


C'est une fonction @(r) qui, après inversion, donne l'orbite r(8) sous forme polaire. 


Enfin le Hiéorème de Jacobi sur la constante &, conduit à l'équation : 


— 
| m 


pres 


—— dr 
E-V(r)- a / 2mr?) 


qui fournit la loi horaire. 


5.6. LA CONSTRUCTION DE HUYGENS 


On se place dans la situation la plus habituelle : le système est autonome et vitesses 
et impulsions sont parallèles 7. 


Dans l'espace de configuration, imaginons une surface 2j que l'on appellera front 
d'onde initial et qu'on prendra comme origine des actions (l'action en tout point de 
20 prend une valeur nulle). De cette surface lançons du même côté des “particules” 
avec des vitesses qui lui sont perpendiculaires et qui ont, en chaque point, un 
module fixé par la relation H(q,p)=E. Laissons évoluer ces “particules” sur leur 
trajectoire propre jusqu'à ce que leur action ait la même valeur donnée À à l'avance. 
Alors ces points d'isoaction seront sur une surface Z toujours perpendiculaire à 
chaque trajectoire. Cette surface d'isoaction se déplace avec la vitesse E/p dite 
vitesse de phase d'autant plus rapide que la particule est lente. On peut appeler 
chaque trajectoire un rayon et les surfaces de même action des fronts d'onde. Par 
opposition à la vitesse de phase, la vitesse physique des particules 4 s'appelle la 
vitesse de groupe. 


7. On peut enlever ces restrictions en compliquant la construction. 


8 Attentionces “particules” ne mettent pas le même temps pour arriver à la surface d'isoaction. 
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Comme en optique, à partir d'une surface d'onde on engendre des sphères de 
rayon r = AL /n où AL est une variation infinitésimale de chemin optique (d'action 
en mécanique avec #= \ 2m(E-V)). L'enveloppe de ces sphères est une surface 
d'onde (d'égale action) et on obtient les rayons (les trajectoires) en cherchant les 
courbes normales à ces surfaces. 


Problèmes : énoncés 


5.1. COMMENT JOUER AVEC L'ACTION ET L'ACTION RÉDUITE 
[SOLUTION P. 227] CI 


Pour mieux comprendre les notions de base sur la fonction action et l'action réduite. 


Le but de ce problème est d'étudier d’un peu plus près l’action pour un système 
autonome, définie comme une fonction du temps, et l’action réduite pour laquelle 
la “bonne variable” est l'énergie. 


On illustrera ce point sur trois exemples : la particule libre à une dimension, la par- 
ticule dans un champ de pesanteur constant et la particule libre à trois dimensions. 


Question préliminaire — À l'aide de la relation (5.4) entre l'action et l'action réduite, 


NN 


montrer que ces deux fonctions sont des transformées de Legendre l'une de l'autre, 
les variables de transformation étant le temps et l'énergie. Les équations (5.3) et (5.7) 
sont de quelque utilité. On fera démarrer la trajectoire au point (q, = 0, =0) et on 
la fera évoluer jusqu'au point (q,t). 


> Cas À — particule libre à une dimension 


Rappeler l’expression du lagrangien, trouver la trajectoire 4(f) qui passe par les 
points fixés et calculer $(q,f) grâce à l'équation de définition (5.1). Vérifier que cette 
quantité satisfait l'équation de Hamilton-Jacobi. 

Calculer l'action réduite par l'intégrale ( pdgq (formule 5.5). 


En résolvant l'équation caractéristique de Jacobi, montrer que $(q,E)=+V2mEq. En 
déduire que l'action réduite pour aller de (0,0) à (q,t) est 5(q,E)= V2mE al. Trouver 
la relation entre le temps de parcours et l'énergie. 


En utilisant l'action réduite, et en exprimant l'énergie comme une fonction de la durée 
de parcours, retrouver l'expression de l'action obtenue à la première question. 


On considère à présent une particule possédant une grande vitesse, dont la dyna- 
mique est régie par les expressions relativistes. 


Donner l'expression de l'action dans ce cas. 
Ecrire et résoudre l'équation caractéristique de Jacobi et donner l'action réduite. 
En déduire la durée du parcours et retrouver l'action fonction du temps. 


wwWw.Ebook777.com 
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> Cas B - particule dans un champ de pesanteur constant (une dimension) 


On suppose une particule non relativiste soumise, à présent, à un champ de pesan- 
teur constant dérivant du potentiel V(q) = mgq. 


Rappeler l'expression du lagrangien, trouver la trajectoire g(f) qui passe par les 
points fixés et calculer S(q,f). Vérifier que cette quantité satisfait l'équation de 
Hamilton-Jacobi. En déduire l'expression de l'énergie sur ce parcours. Vous remar- 
querez qu'il est difficile d'exprimer la durée du parcours en fonction de l'énergie. 

Calculer l'action réduite par sa définition intégrale J pdgq. Montrer que la solution 


e ! — 3 
de l'équation caractéristique de Jacobi est S(q,E)= + V2 / m(E — mgq) 2 Mettez 


en accord ces deux résultats. 
Grâce à cela, en déduire une expression simple du temps de parcours en fonction de 
l'énergie. 


> Cas C — particule libre dans un espace à trois dimensions 


On considère une particule libre non relativiste de masse #1, se déplaçant dans un 
espace à trois dimensions. Les coordonnées cartésiennes sont notées (x,1,z)=r. 


Donner l'expression de l'action et de l'action réduite. 
Résoudre l'équation caractéristique pour la solution complète en remarquant que les 
variables se séparent. Montrer que le résultat peut s'écrire S(r,&) =@,x+0,1y+0,2 


=@-r où les trois constantes de séparation satisfont la relation E = &? / (2m). On 
remarquera qu'en prenant @ (qui est en réalité l'impulsion) parallèle à 7 ,on retrouve 
l'action réduite calculée précédemment. 

Reprendre les mêmes questions dans un traitement relativiste. 


Nota - On aurait pu faire la séparation des variables en coordonnées sphériques ou 
cylindriques. 


5.2. ACTION POUR L'OSCILLATEUR HARMONIQUE À UNE DIMENSION 
[SOLUTION P. 232] CE] 


Un exemple simple et analytique pour la fonction action. 


On considère une particule de masse #7 se déplaçant sur une droite d’origine O. 
On repère sa position par la coordonnée q. Cette particule est soumise à une force 
de rappel proportionnelle à 4 (oscillateur harmonique), qui dérive du potentiel 


V(q)= mo. 


A l’aide de la définition de la fonction action, calculer celle-ci pour une trajectoire 
allant de g,h à q,t. 

Discuter la singularité du dénominateur et vérifier que la fonction action obtenue 
satisfait l'équation de Hamilton-Jacobi. En déduire la relation entre l'énergie et le 
temps de parcours. 
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Trouver l’action réduite entre les mêmes extrémités et montrer qu'elle satisfait 
son équation caractéristique. En déduire la relation entre le temps de parcours et 
l'énergie. 


5.3. MOUVEMENT SUR UNE SURFACE ET GÉODÉSIQUE [SOLUTION P. 234] MM 
Action d'une particule libre sur une surface de dimension quelconque. 


Une masse ponctuelle #1 peut se déplacer librement sur une surface à # dimensions. 
Sa configuration est précisée par des coordonnées généralisées q=(91,q2,..,4n) 
dans un espace à # dimensions. Pensez par exemple aux deux angles (6,6) pour 
repérer un point sur une sphère ou un tore. 


Soit ds une distance infinitésimale au voisinage d’un point q de la surface. Par défi- 
nition du tenseur métrique (symétrique) £;;(q), on écrit ds? = >: gi(q)dqi dq; . 
i,j 


Exemple sur une sphère de rayon R : la dimension est 2 et ds? = R? (46? + sin? 6 dé? l 


Un autre exemple moins élémentaire a été rencontré dans le problème 3.15 (p. 120) 
sur l'avance du périhélie de Mercure. 


Donner l'expression du lagrangien et des impulsions. Donner la constante du mou- 
vement (énergie) liée à l’invariance par translation du temps. En déduire que $ est 
constant. 

La particule est au point O au temps {= 0. Donner l'expression de la fonction action 
pour un point À situé à une distance s(g) de O sur la trajectoire (inconnue pour le 
moment) et au temps T. Donner également l’action réduite fonction du point et de 
l'énergie. 

Contrôler vos résultats dans la situation de la particule libre sur une droite. 
Conclusion : utilisant le principe de Maupertuis, on prouve que les trajectoires de 
la particule libre sur une surface sont les géodésiques de cette surface. 


5.4. SURFACE D'ONDE POUR LA CHUTE LIBRE 
[SOLUTION ET FIGURE P. 235] CE] 


Un exemple simple de fronts d'onde et de trajectoires. 


Dans le plan xO7z, on s'intéresse à la chute d’une masse #1 dans un champ de pesan- 
teur uniforme vertical &. On choisit une origine arbitraire O, un axe Ox horizontal 
et un axe OZ vertical orienté en sens opposé à celui du champ. 


Ecrire l'équation caractéristique de Hamilton-Jacobi pour l’action réduite. Par sépa- 
ration des variables, trouver une intégrale complète. Il sera intéressant d'introduire 
comme quantité conservée, en plus de l’énergie totale E, l'énergie cinétique le long 
de l’axe Ox : T, (voir aussi problème 5.1 — cas B). 
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A partir de cette intégrale complète, déterminer l'équation des surfaces d’ondes, 
définies comme les surfaces d'égale action réduite. Tracer celles-ci à l’aide d’une 
calculette ou d’un micro-ordinateur. 

Calculer l'impulsion en un point quelconque x:,z,,au temps {= 0. Avec ces condi- 
tions initiales, donner x(f) et z(f). En déduire l'équation de la trajectoire. 

Calculer au point x,z, la pente & de la tangente à la trajectoire ; calculer au même 
point la pente B; de la tangente au front d'onde passant par ce point. Démontrer que 
la trajectoire est orthogonale au front d'onde en ce point. 


5.5. FRONTS D'ONDE BIZARRES [SOLUTION ET FIGURE P. 237] LL 
Fronts d'onde et trajectoires dans un champ de pesanteur constant. 


On veut construire à partir d'un front d'onde, qui est le plan yOz, les fronts d'onde 
successifs pour une particule de masse #1, dans un champ de pesanteur constant &, 
ayant une énergie donnée E = 0, prise nulle par convention. On choisit les axes Ox 
et Oy horizontaux et l’axe OZ vertical dirigé dans le sens du champ (l'énergie poten- 
tielle est donnée par —-mg2). On sait le faire par la construction de Huygens à partir 
d’un front de référence. Ce front d'onde de référence sera le plan yOz, limité à la 
région z positif. 

Avant tout, nous avons besoin des trajectoires qui partent du plan Oz avec une 
vitesse initiale le long de Ox, et à une altitude z5 =h >0. 


On rappelle que le mouvement vertical est uniformément accéléré et le mouvement 
horizontal uniforme. Donner z(f) et x(f). Eliminer le temps et utiliser E =0 pour 
trouver l'équation de la trajectoire partant de z9 = h >0. Vérifier que toutes les tra- 
jectoires sont tangentes à la première bissectrice (c'est une caustique). 

L'intersection de cette trajectoire avec le front d'onde de valeur d'action (réduite) $ 
est déterminée par S= f V2m(E - V)dl, où l'intégration se fait le long de la trajec- 


toire. Calculer cette intégrale en prenant comme variable d'intégration *, qui va de 
0 à x. 

En résolvant l'équation cubique de la question précédente, exprimer x et z comme 
fonction du paramètre h pour une valeur fixée de l’action $. Ces fonctions x(h) et 
z(h) donnent une représentation paramétrique du front d'onde caractérisé par la 
valeur $ de l’action. On utilisera avec profit la relation connue (ou à retrouver !) : 
shu = 4sh° (u / 3)+3sh(u / 3). 

Avec une calculette ou un micro-ordinateur, on tracera les courbes des fronts d'onde 
et des trajectoires, et on vérifiera qu’elles sont orthogonales. 


5.6. LENTILLE ÉLECTROSTATIQUE [SOLUTION P. 239] CE 
Un système électromagnétique qui se comporte comme un système optique. 


On trouve des lentilles électrostatiques dans les microscopes électroniques, dans les 
accélérateurs de particules et en bien d’autres endroits. Leur but consiste à focaliser 
les trajectoires de particules chargées (de charge q.) qui ont tendance à s’éparpiller, 
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tout comme une lentille ordinaire regroupe à la sortie les rayons lumineux diver- 
gents à l’entrée. Il s’agit de l’optique dite corpusculaire. Une lentille électrostatique 
est constituée par un ensemble de révolution de conducteurs portés à des potentiels 
électriques ad hoc. Ces conducteurs sont percés en leur centre pour laisser passer les 
charges et ils fonctionnent en régime stationnaire. 


Le premier obstacle à franchir est d’origine électromagnétique. Il s’agit de démon- 
trer que l'énergie potentielle, à la distance rde l’axe de révolution OZ et à une dis- 
tance z le long de cet axe, est donnée approximativement par V(r,z)=q.U(r,z)= 


qe[U(0,z)-r7972U(0,z)|. 


À cause de la symétrie de révolution autour de l’axe Oz, le potentiel électrique est 
manifestement de la forme U(r,z), avec le choix naturel des coordonnées cylin- 
driques. Dans l’espace laissé libre par les conducteurs, il satisfait à l’équation de 


Poisson AU(r,2) = d,U(r,2) /r + dU(r,2) +97 U(r,2) =0. En effectuant le dévelop- 


pement de Taylor du potentiel au voisinage de l’axe, et en l’insérant dans l'équation 
de Poisson, montrer que d,U(0,z) / r+ 2072 U(0,z)+ 97 U(0,z)= 0. 


1 Par des arguments physiques (théorème de Gauss par exemple), justifier que le 
champ électrique radial est nul sur l’axe de révolution. En déduire l’approximation 


U(r,z)=U(0,z)- 1 17022 U(0,z). La forme proposée pour le potentiel s'en déduit. 


Le principe de Maupertuis nous permet d'aborder le problème des trajectoires de 
façon très économique. 


Dans la suite, on pose V(r,z)=V(z)- 1 r2V"(z) et T(z)=E - V(2), l'énergie cinétique 
de la charge si elle se trouve sur l’axe. 


2 A l’aide du principe de Maupertuis, déduire l'équation différentielle pour r(2) 
concernant la trajectoire de la particule à l’intérieur des conducteurs, dans la limite 
où elle ne s’écarte pas trop de l'axe. Ceci veut dire que l’on néglige tous les termes 
d'ordre supérieur à 1 en 7 ou en sa dérivée r”. 


Cette équation est linéaire et c'est pour cela qu’on parle d'optique corpusculaire. En 
un point de l’axe qu'on appelle objet, lançons des particules chargées identiques de 
même énergie cinétique, mais avec des orientations de vitesse différentes. 


3 Montrer, en vous basant sur la linéarité de l’équation différentielle, qu’elles res- 
sortent de la lentille soit parallèles, soit semblant diverger ou converger du même 
point (image). 


Remarque - Pourquoi faire un microscope avec des électrons plutôt qu'avec de la 
lumière ? Comme l'onde lumineuse se concentre en des points déterminés par 
l'optique géométrique, l'onde associée à chaque électron se concentre en ces mêmes 
points, comme on vient de le voir dans ce problème. Cependant, la longueur d'onde 
de De Broglie de l’électron peut être choisie beaucoup plus petite que la longueur 
d'onde de la lumière ; le pouvoir de résolution du microscope électronique est 
meilleur. 
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5.7. PRINCIPE DE MAUPERTUIS AVEC CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE 
[SOLUTION P. 240] Eux 
Le principe de Maupertuis est aussi utile dans le cas de présence d'un champ électromagnétique. 


Que dit le principe de Maupertuis si le hamiltonien n'est pas de la forme T+V ? 
Soit une particule de charge q,, de masse m, repérée par ses coordonnées cartési- 
ennes (x,y,z)=r et soumise à un potentiel électromagnétique u(r,t), A(F,t). On 
se bornera à un traitement non relativiste. 


Figure 5.1 
Particule chargée se déplaçant 
sur un contour fermé (ligne épaisse), 


enserrant un tube de flux magnétique. 


So 


Montrer que l’action réduite est [5.dr = [(/2mCH qu) dl + qeA.dF), où dl est l’élé- 


ment de longueur le long de la trajectoire. 

On étudie, à l’aide du principe de Maupertuis (difficile de faire plus compliqué !, 
le mouvement de cette particule dans un plan xOy, soumise seulement à un champ 
magnétique uniforme B perpendiculaire à ce plan. On rappelle qu’on peut choisir 
une jauge où le potentiel vecteur est donné par A(-yB,0,0), ou par À(0,xB,0) où 
la demi-somme des deux (relire le problème 2.9, p. 66). 

Montrer l’analogie entre le principe de Maupertuis appliqué à ce système et le pro- 
blème isopérimétrique. En déduire les équations du mouvement et vérifier que la 
trajectoire est un cercle dont on déterminera le rayon R. 

On impose à la particule de se déplacer sur une courbe fermée enserrant un champ 
magnétique qui s'annule sur le contour. La particule n'est soumise à aucune force 
exceptée la force de liaison normale au contour (voir figure 5.1). Pour faire simple, 
on ne prend en compte qu'un potentiel vecteur. Utiliser comme coordonnée généra- 
lisée l'abscisse curviligne s le long de cette courbe, relative à une origine arbitraire. 
Donner l'expression du lagrangien (on notera f(s) le vecteur unitaire tangent à 
la courbe au point de coordonnée s). En déduire l'impulsion puis la fonction de 
Hamilton ainsi que l'expression de l'action réduite. Montrer que $ est constant, mais 
que p ne l'est pas. Montrer que ce champ magnétique (invisible pour la particule le 
long de son trajet) induit, malgré tout, une variation de l'action réduite qui vaut q,® 
sur un tour, où ® est le flux magnétique passant à travers le lacet ?. 


9 Dans le cadre de la mécanique quantique, ce terme supplémentaire peut être mis en évi- 
dence de façon expérimentale. C'est l'effet Aharonov-Bohm. 
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5.8. HAMILTONIEN SÉPARABLE, ACTION SÉPARABLE [SOLUTION P. 242] = 
Cas d'un hamiltonien séparable à plusieurs degrés de liberté. 


Dans des cas dits de séparation des variables, on montre que, par un choix judicieux 
des # coordonnées, l’action peut se mettre sous la forme d’une somme de # termes 
séparés qui, chacun, ne sont fonctions que d’une seule coordonnée. Ce cas favorable 
permet de trouver une fonction action complète et, grâce au théorème de Jacobi, de 
résoudre complètement le problème. Le hamiltonien de départ peut ne pas présen- 
ter cette particularité ; le hamiltonien d’une particule soumise à un potentiel central 
fait partie de cette catégorie. Dans ce problème, nous allons illustrer sur un exemple 
la propriété générale très simple correspondant à la réciproque : si le hamiltonien 
est séparable au sens entendu précédemment, alors l’action est séparable et donc le 
problème résolu. 


Considérons l'étude de la trajectoire, dans un champ de pesanteur uniforme g 
dirigé le long de Oz, pour une particule de masse #1 évoluant dans un espace à 
deux dimensions dans le plan xOz. 


Le hamiltonien H = p? /(2m)+ p? / (2m)+mgz est manifestement séparable. 


Ecrire l'équation caractéristique de Hamilton-Jacobi pour l’action réduite S(x,z,E). 
Cherchons des solutions “séparables” sous la forme $(x,z,E)= S,(x,E)+5,(2,E). 
Que devient l'équation précédente ? 

En dérivant cette équation par rapport à x (ou aussi bien par rapport à z), montrer 
que ces fonctions doivent satisfaire les deux équations caractéristiques de Hamilton- 
Jacobi séparées : 


(dS,(x)/ dx) /(2m)=e : (dS.(x)/d2Ÿ /(2m)+mgz=E-e 


où e est une constante (positive). 

Donner une intégrale complète de Jacobi pour ces deux actions séparées puis pour 
l’action totale. 

Intégrer complètement le problème en utilisant le théorème de Jacobi. Vérifier en 
particulier que la trajectoire est la parabole attendue. 


5.9. EFFET STARK [SOLUTION ET FIGURES P. 244] CC 


L'utilisation des coordonnées paraboliques rend séparable un problème qui ne l’est pas à 
première vue. 


Bien que rares, les cas où l’on peut séparer les variables sont importants en phy- 
sique. L'un d'eux, nommé effet Stark, très classique, est celui d’une charge électrique 
dans un potentiel électrostatique central -K /r, auquel on superpose un champ 
électrique uniforme (par exemple selon l’axe O7) qui dérive du potentiel kz. Dans 
ce cas, il est astucieux de travailler avec les coordonnées paraboliques £=r+2, 


n=r-2, db, où p= x? +y2,6,z sont les coordonnées cylindriques standard et 


r = Vp?+22 le module du rayon vecteur. 
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Montrer que le potentiel peut s’écrire (v: ©) +" (n)) / (6 +1) et déterminer les deux 
fonctions Ve (6) et Van). 


Avec l'expression de l'énergie cinétique en coordonnées paraboliques, écrire la 
fonction de Hamilton (dans ce cas puisque le potentiel vecteur est nul, c'est l'éner- 
gie cinétique + l'énergie potentielle donnée plus haut). 

Ecrire l'équation de Hamilton-Jacobi et utiliser le fait que la coordonnée 6 est 
cyclique. Multiplier l'équation de Hamilton-Jacobi par 6 +n et remarquer que l'on 
peut séparer les variables. Séparer le problème initial en trois problèmes à une 
dimension, en introduisant trois constantes. On ne cherchera pas à obtenir une 
forme analytique pour l'action réduite. 


Comme dans un problème autonome à un degré de liberté, pour chaque variable 
séparée, il existe des zones permises telles que le carré de l'impulsion soit supérieur 
à zéro. Pour des trajectoires qui restent proches du centre attracteur, il faut que les 
valeurs des constantes (énergie, projection du moment cinétique, et énergie de sépa- 
ration : E,6,6) soient telles qu'il y ait deux points de rebroussement. 


Montrer que, si c'est le cas, ces restrictions dans l'espace (£,n) font que la trajectoire 
dans le plan (p,z) est contenue dans une région limitée par deux paraboles orien- 
tées vers le haut (n = Cfe) et deux paraboles orientées vers le bas (& = Cte). 


Nous encourageons les volontaires à faire une application numérique avec les para- 
mètres suivants #1 = K =1 (ce qui n'engage à rien si ce n'est un choix d'unité de lon- 
gueur et de temps), Kk=0,4, 6=0,45, B=0,2, E=-1,3. 


Dans la réponse, vous verrez comment une trajectoire (obtenue par résolution 
numérique des équations de Hamilton dans les coordonnées paraboliques) remplit 
cet espace. 


5.10. ORBITES DES SATELLITES DE LA TERRE 
[SOLUTION ET FIGURE P. 246] CI 


Séparation des variables dans un problème pas si simple : le mouvement des satellites de la 
Terre. C'est le classique “problème à deux centres”, séparable avec les coordonnées elliptiques. 


L'orbite des satellites de la Terre est un peu plus variée que la simple ellipse donnée 
par les lois de Kepler. Parmi les nombreuses raisons de ces complications, l’une est 
que la Terre n’est pas sphérique mais aplatie aux pôles, ce qui fait que le potentiel 
gravitationnel auquel est soumis le satellite n’est pas de la forme 1/7. 11 en résulte 
que son mouvement n’est pas plan et l'orbite n’est pas fermée. 


Le but de ce problème est de montrer que, avec une meilleure approximation et 
un choix judicieux des coordonnées, le problème peut être entièrement résolu par 
quadratures. 


Nous avons montré, dans le problème 2.11 (p. 68) sur la précession des équinoxes 
(il suffit de supposer dans ce problème que le soleil joue le rôle du satellite), qu’un 
satellite de masse 51 est soumis, de la part de la Terre de masse M, à un potentiel 
gravitationnel dont la forme est : 
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_ 2 _ 
V(r,u)= GnM| LU 13) EL 
F Mr 2 


rou/r 


La Terre est supposée être un ellipsoïde de révolution autour de l’axe des pôles, de 
densité uniforme. 


13 est son moment d'inertie par rapport à l’axe de révolution, 1 son moment d’iner- 
tie par rapport à un axe perpendiculaire ; r représente la distance du satellite au 
centre de la Terre et # le cosinus de l’angle entre le rayon vecteur du satellite et 
l'axe des pôles. 


Imaginons pour un moment que la Terre ait la forme d’un ballon de rugby (1 > 13), 
ou forme dite prolate. Dans une certaine mesure, on peut assimiler l'attraction 
gravitationnelle exercée par la Terre à celle de deux masses égales très proches, 
distantes de 26 sur l’axe de révolution (approximation quadrupolaire). Une meil- 
leure description du potentiel dans ce modèle simplifié serait de tenir compte d’une 
expression du genre 1/(2n)+1/(2"), où r; serait la distance du satellite à la 
masse { = 1 ou 2. 


Etudions le potentiel ainsi créé dans ce modèle, illustré sur la figure 5.2. 


Figure 5.2 


La “Terre” prolate schématisée 
par deux masses identiques 
situées sur l'axe de révolution 

à +6 du centre. Le satellite subit 
une attraction gravitationnelle 
de la part de ces deux masses 
distantes de n et n. 


te , K 1 1 Le 
1 On peut écrire ce potentiel sous la forme V = = += |, où Z est le 
2(}F-0 |F+0i] 


vecteur unitaire selon l'axe Oz. 
Retrouver le développement suivant en puissances!0 de 6 / r : 


1 1 ou (3u? _ 1)6° 
|F — oi] à r2 2r° 


+O(6° /r4) 


10 Un développement à tous les ordres génère les polynômes de Legendre. 
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si u est le cosinus de l'angle formé par 7 et Z. Donnez l'expression du potentiel V 
et montrer qu'elle s’identifie à l'expression V(r,u) donnée en préambule. En déduire 
les valeurs de K et 6 en fonction des caractéristiques de la Terre. 


Remarque — Cela ne veut pas dire qu'on peut remplacer le problème gravitationnel d’un 
ellipsoïde par celui de deux masses décentrées. Ce n’est vrai qu’à l’ordre 1/ r°. À 
des ordres supérieurs, les deux développements multipolaires diffèrent. Néanmoins 
ce petit modèle simple fournit déjà une bonne approximation du phénomène. 


Pour ce type de potentiel, le problème est séparable si on utilise le système de coor- 
données elliptiques. C’est le célèbre problème à deux centres que l’on trouve traité 
dans de nombreux ouvrages. 


Pourtant le vrai problème qui nous intéresse n'est pas tout à fait celui-là. En effet 
la Terre n'est pas prolate maïs aplatie aux pôles ; cette forme oblate (1 < 13) est 
incompatible avec 6° toujours positif, utilisé avec ce jeu de coordonnées. C'est 
sans compter avec l'imagination des mécaniciens : pourquoi ne pas prendre 6 
imaginaire pur et reprendre l’analogue du passage aux coordonnées elliptiques. 


Figure 5.3 


Réseau des 
coordonnées 
elliptiques 
orthogonales & 
et n, obtenu pour 
quelques valeurs 
de celles-ci. 


Dans ce cadre, le potentiel s'écrit toujours — HÉ + 2) avec 1,2 = \p? +(2Fi0) . 
À partir des coordonnées cylindriques p,6,z, on définit les coordonnées curvi- 
lignes Ë,n,d par Ë=(n+n)/(26), n=(" -n)/(2io). Remarquons qu'avec cette 
approche du problème les deux distances 7, et ” sont deux nombres complexes 
conjugués. Par contre les coordonnées & et n, de même que le potentiel, sont des 
quantités réelles. Les courbes de niveau de ces coordonnées sont représentées sur 
la figure 5.3. 
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Calculer l'élément de longueur élémentaire. Le calcul préliminaire de RIT, 


2 ' . : 
rêr£ est d'une aide utile. 


En déduire l'énergie cinétique. Calculer le potentiel avec ce jeu de coordonnées. En 
tirer le lagrangien du satellite. Enfin, faire la transformée de Legendre pour obtenir 
le hamiltonien. Finalement écrire l'équation caractéristique de Hamilton-Jacobi pour 
ce problème. 

Nous allons montrer dans cette question qu'avec ce jeu de coordonnées, le problème 
est séparable. 

Remarquer d’abord que 6 est une coordonnée cyclique et que p4 = d4$ = & est une 


constante. Multiplier l'équation par E2+m ;la séparation sera évidente en remar- 
quant que : 


1 1 1 1 
G+82)a-n) (E?+n/)(1-n7 1+87 


En introduisant une deuxième constante B, séparer les variables et donner l'expres- 
sion de l’action complète. On ne cherchera pas à calculer les primitives. 


Grâce au théorème de Jacobi, le problème est intégré : il suffit d'identifier à trois 
autres constantes les dérivées par rapport aux trois constantes &,f,E de la solution 
complète. Les trois coordonnées et les trois composantes de l'impulsion initiales 
fixeront ces six constantes. 


On peut adopter, dans ce problème, la même démarche que celle utilisée dans le 
problème 5.9 pour déterminer les zones permises et leur implications sur la limita- 
tion des trajectoires. 


5.11. VITESSE DE PHASE ET VITESSE DE GROUPE [SOLUTION P. 250] = 
Variations sur le thème des vitesses de phase et de groupe. 

On considère une particule de masse #1, soumise éventuellement à l’action d’un 
potentiel V(F). On montre que la vitesse de déplacement des fronts d'onde pour 
des trajectoires d'énergie donnée E, appelée vitesse de phase, est donnée par 
vy = E/p. Elle dépend de la position sur la trajectoire. La vitesse de groupe est 
définie comme la vitesse physique de la particule v, = | Elle dépend aussi de la 


position sur la trajectoire. Le but de ce problème est d'étudier le lien entre ces deux 
types de vitesses dans quelques cas particuliers. 


Dans le cas de la particule libre V(F) = 0, quel est le lien entre Do et Ve ? 


En mécanique quantique, une particule libre est décrite par une fonction d'onde de 


type onde plane : w(f,f)= PNR r RS pulsation de l'onde & est liée à l'énergie de 
la particule par E=h@ (ñ = constante de Planck / 2x), c'est le postulat d’'Einstein. 


Le vecteur d'onde K est lié à son impulsion par p=hk, c'est le postulat de De 


www.Ebook777.com 
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Broglie. En partant du lien entre E et p pour la particule libre, trouver le lien entre 
@ et # pour l'onde plane correspondante. La vitesse de phase est celle qui conserve 
la phase de l'onde, c'est-à-dire v, =@/k. La vitesse de groupe n’a de sens que 
pour les paquets d'onde qui sont des superpositions d’ondes planes. La vitesse de 


groupe est la vitesse de déplacement du maximum du paquet d'onde ; on montre 
qu'elle est donnée par v, = do / dk. 


Calculer v, et ve et donner le lien entre celles-ci. Conclusion. 
Dans le cas sd’ une particule soumise à un potentiel quelconque, montrer que le pro- 
duit vev4 est une constante. Que vaut cette constante ? 


On considère à présent une particule relativiste. Calculer v, et v,, ainsi que 404 


pour une particule libre. Généraliser au cas plus vaste d'une ie soumise à un 


5 
potentiel scalaire, dont la fonction de Hamilton est H(r,p)= (re? + VF) +p? ce? 


À quoi cela vous fait-il penser ? 
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solut 


ons 


Problè 


5.1. COMMENT JOUER AVEC L'ACTION ET ACTION RÉDUITE [ÉNONCÉ P. 215] 


Question préliminaire — Pour un système autonome, il y a un lien, pour une orbite 
donnée (#1 =0, 4, = 0) point de départ par convention, entre l'énergie E et le temps 


de parcours {. L'action totale est liée à l'action réduite par l'équation (5.4), que nous 
réécrivons sous la forme : 5(gq,t)= Et -(-S(q,E)), dans laquelle on doit comprendre 
E, comme Ef(f). Or, d'après (5.2), 9,5 = -H = -E ; la transformée de Legendre de 
l'action S est par définition (—-E)t- S(q,t), quantité dans laquelle on doit comprendre 


le temps comme f(E). Cette transformée est précisément —$(q,E). 


On sait que la transformation de Legendre est involutive ; cela veut dire que S est 
la transformée de Legendre de -$. Vérifions-le. On calcule d'abord dr(—S) =“, 
d'après (5.7). La transformée de Legendre de 6 est par définition E(-t)- (-S(4, E)), 
c'est-à-dire S(q,t). 


> Cas À - particule libre à une dimension 


1 Le lagrangien est L(q,q) = nd, le hamiltonien H(q,p)= p? / (2m) et la trajectoire 


passant par les points imposés est évidemment ÿ(#)=(q/1)#. On en déduit l'action 
t 
générale S(g,t)= [m(q? / #)df c'est-à-dire : 
0 
2 


1 
S(g,9= 5m 


On calcule les dérivées partielles 90,S = mg /F et 0,5 =mg/t. H(q,0,5)= 
(0,5) / 2m) = mq? / (282) = —0,$. L'équation de Hamilton-Jacobi est satisfaite : 


2 Le hamiltonien est égal à l'énergie H = E et on tire P(E)= V2mE. L'action réduite 


* q -— 
s'en déduit (voir 5.5) S(q,E) = JV2mE dÿ = V2mE q. 
0 


$(q,E)=V2mE q 


(eS) 
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L'équation caractéristique de Hamilton-Jacobi H (4,045) = E s'écrit précisément dans 
ce cas (0,5) /@m)=E, soit 945 = +V2mE = p qui s'intègre pour donner $(q,E) = 
+V2mE q. Si g>0, la vitesse est positive, soit p >0 ; il faut garder le signe + et 
l'action réduite correspondante S(q,E)= V2mE q = V 2mE ||. Si q<0, la vitesse est 
négative p<0 ; il faut garder le signe — alors 5(q,E)=-V2mE q = V2mE ljl. Dans 
tous les cas : 


$(q,E) = V2mE |ql 


comme il se doit. 


Avec cette dernière valeur pour l'énergie, le terme —Et = - L mg? / et l'action réduite 
$ = V2mE lal = mq? /t. Ainsi l'action totale S=-Ft+$ = dm? /t en plein accord 


avec la première question. 


Pour la particule libre relativiste, le lagrangien est L= mc? 41 _ g / c? , l'impulsion 


ce? +m2c*. Le hamiltonien est 


p= d;L = Hi / V1- q> /c2 et le hamiltonien H = Vr? 
indépendant du temps ; sur la trajectoire, sa valeur reste constante et égale à l'éner- 


gie E. On en déduit que l'impulsion reste constante et donc que la vitesse reste 
constante 49=q/t. On calcule l'action grâce à (5.1) et puisque le lagrangien est 
constant sur la trajectoire 5(q,t) = Lt, soit en remplaçant la vitesse par sa valeur : 


S(q,t)= mo c?t? — q 


L'équation caractéristique de Hamilton-Jacobi H(q,04$)=E, s'écrit dans notre 


cas: E2 = m?c* +(0,5)°c?, soit 2,5 = +VE2 - m2c /c, qui s'intègre facilement 


S= +E? - mc4 q/c. Une remarque analogue au cas non relativiste concernant 
le signe à adopter conduit à l'expression toujours valable : 


$(q,E)= LE? m?c* |ql 


Le temps de parcours est donné par (5.7), soit f = Elql À (ee — m?c* | ou par inver- 


sion E = mc” / 1-97 /(c?#?). Avec cette dernière valeur pour l'énergie, le lien 


temps-énergie s'écrit —Et= mot / Jc?r ge et l'expression de l'action réduite 


ai 


ND 
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devient $ = VE? = m2c4 (al 16 = mcq? 'ÉCS age . Ainsi l'action totale S=-Et+$ = 
-mc)c?t? -{ en plein accord avec la question 5. 


> Cas B - particule dans un champ de pesanteur constant 


1 
7. 
tonien H(q,p}= p? / (2m)+ mgq. Il est facile de vérifier que l'équation horaire de la 


Dans ce cas, le lagrangien vaut L(q,q)= mg? —#8q, l'impulsion p = mg et le hamil- 
trajectoire passant par les points imposés s'exprime comme : 4(f)= -} gt 7 vo (q,t)f 
avec vp(q,t)= 4 gt+q/t. On peut maintenant calculer le lagrangien sur la trajectoire 
L= mg?r? — 2mg00t + mvÿ /2 et l'action générale est l'intégrale de cette expression 
entre À =0 et F =t. Tout calcul fait, il vient : 


On en tire les dérivées partielles 9,5 = LL? +gq+ qg? /] et d,5= mf- gt + g/t| : 
Un simple remplacement dans H(q,9,5) = (0,5) / (2m)+mgq montre que la valeur 
obtenue est simplement —0,$. L'équation de Hamilton-Jacobi est vérifiée : 


Comme le hamiltonien est indépendant du temps, sa valeur sur la trajectoire est cons- 


1.25 


tante égale à l'énergie ;on a donc E = . c'est-à-dire E(t) = Em gt +gq+ qd / F] 


- 1 2 
= 5 MG: 


1 1.,,2;2 2:32 
EH=1n}er +g7+9° 7] 
On voit qu'il n'est pas facile d'inverser cette équation pour obtenir {(E), puisqu'il 
faut résoudre une équation bicarrée. 


A partir de l'expression de la fonction de Hamilton, nous tirons l'impulsion en fonc- 
tion de l'énergie p=\2m(E-—mgq) (choisir p >0 revient à dire qu'on passe par 


l'extrémité à l'aller avant d'avoir atteint le maximum) et l'action réduite s'obtient par 


pe 2 : 
(5.5) soit (4,E)= [ 2m(E-mgÿ) dà = -2-\2/m(E = meq)"? +(m/38)2E /m)°°2 : 
0 


: pe 3/2, m{2E\?? 
SE) =- 2 2 (E- mer) / 4 


@œ 


a 


D 
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Partons de $(q,E)=+ V2/m (E- mgq)”?. On calcule la dérivée partielle d4$ : 


+ /2m(E —#gq). Alors, en remplaçant dans H(q,94$) : (6,5 / (2m)+mgq=E. 


L'équation caractéristique de Hamilton-Jacobi est satisfaite. Pour être cohérent avec 
le signe choisi pour l'impulsion, il faut prendre le signe — et on voit que ies deux 
expressions de l'action réduite ne diffèrent que par la constante (#1/ 3$)(2E / m)?/2, 


ce qui n'a aucune influence sur l'équation réduite. 


Le temps de parcours est donné par (5.7) {= dF$. Avec l'expression de l'action réduite 
obtenue plus haut, on trouve facilement que le temps de parcours en fonction de 
l'énergie prend cette fois-ci une forme sympathique : 


HE) = LEE 
gi\m m 


Avec un peu de courage, on peut vérifier que cette expression satisfait bien à l'équa- 
tion bicarrée résultant de l'inversion de E(f). 


> Cas C — particule libre à trois dimensions 

Le lagrangien s'écrit L(r)=Lmr?, l'impulsion b= mi et le hamiltonien H(p) = 
p? /@m). L'équation horaire de la trajectoire satisfaisant les conditions imposées 
s'écrit À(F)=(x/#), ÿ(E) : (y/D#, 2(t)=(z/bf. Cela permet d'écrire le lagran- 
gien sur la trajectoire L = dm? /t? et l'action, qui est l'intégrale de celui-ci entre 
F= Det Sf: 


F2 
S(r,t)=m— 
(rt) me, 


Sur la trajectoire, l'impulsion et la vitesse sont des constantes et l'action réduite don- 
t : . 
née par (5.5) S(F,E)= [pr dt =prt= p°t/m = 2Et. Mais on a E=Lm(r /t}, ce 


0 
qui permet d'éliminer le temps au profit de l'énergie pour trouver : 


S(,E)=V2mEr? 
Il est facile de vérifier que cette fonction vérifie l'équation caractéristique de Hamilton- 
Jacobi. 


Partons de l'équation caractéristique [0,57 +(0,5Ÿ +(9,5) /(2m)=E. La vari- 


able z est cyclique et cela permet de mettre l'action réduite sous la forme $(x, y,z,E) 
=S(x, y,Ë)+@,z. Mais le même argument s'applique sur chacune des variables, ce 
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qui permet de mettre l'action réduite sous la forme S(x,y,z,E)= xx +A,y +02. 
L'équation caractéristique est satisfaite si &? =2mE. L'action est mise sous forme 


séparable : 


SE,G)=à.r ; &7=2mE 


Manifestement le vecteur constant & est l'impulsion. 


En général, il n'existe aucun lien entre les deux actions réduites données dans les 
questions 1 et 2. Pourtant, on remarque que si on prend l'impulsion parallèle au 


rayon vecteur = \ 2mE /r? F les deux expressions s'identifient. Le théorème de 
Jacobi 935 =$ appliqué à cette solution complète donne directement les équations 
du mouvement #(#) = (G/ m)t+8. 


5.| 


On reprend la même étude avec le lagrangien LC ) = —mC ie FF) l'impulsion 


p= mr / V1 5? /c? et lehamiltonien H(p)=\ 5 Fete 2 impulsion, de même 


que la vitesse, est un vecteur constant et l'équation de la trajectoire est F(®) =(#/bf; 


le lagrangien est constant sur la trajectoire ce qui fait que l'action vaut simplement 
S = Lt, soit : 


SF, 0 = meer 


Il n'est pas difficile de vérifier qu'elle satisfait l'équation de Hamilton-Jacobi. On 
calque le raisonnement sur le cas à une dimension. 


On:a encore S(r,E)= CS Pdi = 5.Ft= mét/N1-F2/ 2 = (E/ 22 #2}. Mais 
0 
on a E? = m?c° /(c? F2 / P), ce qui permet d'éliminer le temps au profit de l'éner- 
gie pour trouver : 
PE 
$(F,E)=< = V(E2 es )r2 


Il est facile de vérifier que cette fonction vérifie l'équation caractéristique de Hamilton- 
Jacobi. 

L'équation caractéristique [0,57 +(0,5)° +(0.5) |? =E? -m?c* est séparable de 

la même façon que dans le cas non relativiste, ce qui permet de mettre l'action réduite 


sous la forme S(x,y,2,E)=0@,x + o,,y +0,z. L'équation caractéristique est satisfaite 


si &?c? = E°-m°?c". L'action est mise sous forme séparable : 
SF,&)=à7 ; G2c2=E2-m°c* 


Manifestement, ici aussi, le vecteur constant © est l'impulsion. 


mm 


D 
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5.2. ACTION POUR L'OSCILLATEUR HARMONIQUE À UNE DIMENSION 
[ÉNONCÉ P. 216] 


Pour un potentiel harmonique, l'équation de Lagrange conduit à l'équation différen- 


tielle bien connue q + o°ÿ =0 dont la solution générale est 4(f) = Acos(of)+ Bsin(œf). 


Les constantes d'intégration À et B sont déterminées en imposant que la trajec- 
toire passe par les points g;,f, et g,t. Un simple calcul donne, avec T ={t-1;: 


A=(qsin(ot)-gsin(of))/sin(oT) ; B=(qcos(@t;)- 41 cos(œt)) / sin(oT). 


Ces valeurs permettent de calculer, avec en plus T=f+# : 
B?-A?2- (a cos(20f) + qè cos(2f) —2qq1 cos(wrt)) / sin? (©T) 
et 


2AB = [4° sin(20t) - 7 sin(20t) + 2qq1 sin(wt)} / sin?(@T). 


On calcule à présent la valeur du lagrangien L = Lg? 0°?) le long de la tra- 
l & _ 
jectoire, puis l'action correspondante S = fL(G, ddr, qui conduit à: S= Emo 
ñ 
(B? - A) cos(or) -2ABsin(@n)]. En remplaçant les constantes d'intégration par 
les valeurs présentées ci-dessus, un calcul simple donne l'expression finale pour 


l'action : 


S(g,t,m,h)= [24m +(g7 +qf)cos(@T) 


HO 
2sin(@T) 
Celle-ci ne dépend que de la différence des temps T =#-#. 

Si ©T =2kr, S = mo(q— 4) /(2sin(oT)) et il y a problème, sauf si 9 = 4. 


Si @T =(2k+1)n, S=-mo(q +4) /(2sin(oT)) et il y a problème, sauf si q = -q1. 
Ces remarques sont à relier à l'existence ou non d'une trajectoire passant par les points 
imposés (voir problème 34, p. 112). 

À partir de l'expression générale de l'action, on déduit : 

DS = 078 = mo? [-(9? +92) + 2qq cos(oT)]/ (2sin2(wT) 

et 

045 = mo[-4: +q cos(@T)| /sin(@T). 

L'équation de Hamilton-Jacobi 9,5 = —H(q,0,5) pour un potentiel harmonique prend 
la forme 0,S = (2,5) / Qm)- mag”. En remplaçant les dérivées partielles par les 


valeurs précédentes, iln'est pas difficile de montrer qu'elle est effectivement vérifiée : 
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Dar as 
ES (a ë 


Comme 0,5 =-E, on a le lien entre l'énergie E et le temps de parcours T : 


ne [-(a? + 48) + 2qm1 cos(uT)] 
2sin?(oT) 


L q 
L'action réduite est définie par S(q,E)= [Pdÿ. De plus, l'énergie le long de la trajec- 
41 Le ts 
toire vaut E =ÿ° /(2m)+ Emo, qui permet d'obtenir ÿ(q,q1,Ë) = \2mE m2 0?4 . 
Le calcul de l'intégrale s'effectue aisément à l'aide du changement de variable 
X 
À = joVm /(2E) pour donner $ =(2E / w) [ V1-%? d. En définitive : 


x] 


y=0q Vm/(2E) 


a,E)=E[v 1-7? + Arcsin y) os 


À partir de cette équation, on déduit la dérivée partielle 2,5 = V2mME - mw?q? ; 
Calculons H(q,9,5) = Lino? q° + (0,5) / @m), soit avec la valeur de 2,5 obtenue 
précédemment Lno°q? HET Log, c'est-à-dire : 


Le 


L'équation caractéristique est bien vérifiée. 


Le temps de parcours s'obtient par (5.7) : 


T = 085 = Go vV1-1? + Arcsin y y \1-"? - Aresin y | 


Avec (dy/dE)=-1y/(2E), (dy; /dE)=-1y, /(2E), cette valeur se simplifie pour 


donner : 


He EL EI 
T == -[Aresin y-Arcsin y] ; y =0 ACER 
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5.3. MOUVEMENT SUR UNE SURFACE ET GÉODÉSIQUE [ÉNONCÉ P. 217] 
Le lagrangien est défini sur la surface par L=T = Lo? = Lm(ds? / de?), soit, grâce 
à l'expression de l'élément de longueur : L= 2" gi(q)gi 4; - On en déduit l'impul- 
i, 
sion pe = my gx(q)di, puis le hamiltonien H = Didi -L= MY g;(q)qi à; -L= 
i i ii 


2L-L = L. Le hamiltonien ne dépend pas explicitement du temps et sa valeur prise 
sur la trajectoire est une constante, l'énergie E. 


1 SN ee 
H=L=;m)g;(g);à;=E 
i,j 
Dans l'expression du hamiltonien, il convient de remplacer la vitesse par l'impulsion, 
ce qui demande l'inversion de la matrice du tenseur métrique. 


Ona E= 1 ms?, ce qui implique que $ est une quantité constante. 


On va d'un point O au temps {=0, à un point À, situé à l'abscisse curviligne s(q) 
4 f 

au temps {. L'action est définie par S = ÎL(q,)df e [Eat = Et. Mais E =dm(ds/dt), 
0 0 

donc ds /dt= V2E / m et, par intégration, s(q)=t{ V2E/m, d'où E= ms(q)? /(2P). 

Par suite, l'action s'exprime comme : 


s(q)° 


t 


S(qit)= +m 


On a de plus S(q,t)=$(q,E)-Et, soit $(q,E) = 2Ft. Mais, pour l'action réduite 6, 
il faut éliminer le temps au profit de l'énergie soit, comme nous l'avons déjà vu, 
t= 4m /(2E)s(q) ce qui entraîne l'expression de l'action réduite : 


8(q,E)= V2mE s(q) 
Dans le cas d'une particule sur une droite, il n'y a qu'un degré de liberté et 5(4)= 4. 
On trouve pour l'action : 


2 
S(,0= 3m 


comme il se doit (voir aussi problème 5.1). 


$(q,E) — Et tout aussi bien : 


ni 
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S(g,t)=V2mE q- Et 
expression que nous avions vérifiée aussi dans le problème 5.1. 


Le principe de Maupertuis stipule que [pda est stationnaire sur la trajectoire. Avec 
l'expression de l'impulsion obtenue au début, cette intégrale s'écrit aussi bien 


À A A A 
mY [e;(q)à; dq; = mY Îg;(a)da; dq; / dt = m | ds? / dt = [[n ds / dt]ds. Mais nous 
i,jO i,j0 O O 


A 
avons déjà vu que ds/dt = \2E /m . Ainsi on doit avoir la stationnarité de V2mE Îds, 
O 


A 
autrement dit la stationnarité de ds. 
O 


Cela signifie simplement que la trajectoire suit, entre les deux points O et A, une 
géodésique de la surface. 


5.4, SURFACE D'ONDE POUR LA CHUTE LIBRE [ÉNONCÉ P. 217] 


Le hamiltonien du système s'écrit H(x,z,p,,p,)= p£ / (Qm)+p? /(2m)+mgz et 


l'équation caractéristique associée H(x,z,0,5,9,$) = E s'écrit dans ce cas : 
= 2 = \2 
2m | 0x 2m|\ 9z _. 


On remarque que la variable x est cyclique, ce qui permet de chercher l'action sous 
la forme S(x,2) =5, (z)+ cx. Remarquons que 9,5 = px =c=Cte.OnnoteT, = p? /(2m) 
et on écrit la constante c = \2mT, . De plus 9,5 = dS, / dz et l'équation caractéris- 
tique se réduit à dS, / dz = +\2m{(E-T, - mgz). La fonction $,(z,E,T,) s'obtient par 
quadrature 5,(z,E,T,)= FV2m2/ (3mg)(E -T, - mgz)”?. Au final, l'action réduite 
a pour expression : 


S(x,z,E,T,)= +2 (2-7, = mgz)”? + 2mT, x 
g\m 


Les surfaces d'onde sont prises comme les surfaces d'égale action S(x,z,E,T,) =$. 
En remplaçant cette valeur dans la relation précédente et en isolant la variable z, 
il vient (on choisit le signe — de façon à ce que l'impulsion soit dirigée vers les x,z 


croissants) : 


www.Ebook777.com 
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2/3 
ET. 


_ re 2m X— $) 


z(x) = 


L'impulsion est donnée par p, = 2,5 = Cte. D'autre part, p, = mx qui, par intégra- 
tion et utilisation des conditions initiales, fournit la loi horaire horizontale : 


x(t) = Pris 
ml 


En ce qui concerne la variable verticale p, =, 23= = l2m(E - = _ et donc p., = 


au ve di= de / ET = Par intégration, nous parvenons à gt = 
Pa — 2 (E - L = mg2) | On se débarrasse de la racine carrée par une élévation 


au carré et on utilise le fait que E=T, + / (2m) + mgz3. On trouve ainsi la loi 


horaire verticale : 
} 
z(t)=- Let +2 PCR 
On tire le temps en fonction de la coordonnée horizontale de la première loi horaire 


et on remplace dans la deuxième. Quelques manipulations permettent de mettre 
l'équation de la trajectoire sous la forme : 


2x) = TE (x - 21) + | EL Te mg (xx) +2 
AT, D 


C'est l'équation d'une parabole, ainsi qu'on s'y attend. 


La pente de la trajectoire au point (x1,2,) s'obtient sans problème : &3 =(4z /dx)|., 
= V(E he mez)/T,, où z(x) est donnée dans la question précédente. 


La pente du front d'onde au même point est un peu plus longue à calculer, mais 
un peu de calcul, basé sur la valeur de la constante $ donnée par V2nTx x —$ = 
242/m(E-T, -mgz)/?/(89), fournit la valeur B, = (dz/dx|, =-\T/E-T,-me2), 

où z(x) est donnée dans la question 2. La relation &1B; = ; prouve que ces deux 
tangentes sont orthogonales. Le point (x1,2,) est arbitraire ; la propriété précédente 
est donc vraie en tout point avec la conclusion que les fronts d'onde sont orthogo- 


naux aux trajectoires. 


Les fronts d'onde (en trait pointillé) et les trajectoires (en trait continu) sont repré- 
sentés sur la figure 5.4. 
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Figure 5.4 


Représentation dans 

le plan xOz des fronts 
d'onde d'isoaction 
(traits pointillés) et 

des trajectoires (traits 
continus) pour une 
particule dans un champ 
de pesanteur constant. 


5.5. FRONTS D'ONDE BIZARRES [ÉNONCÉ P. 218] 


Avec nos conventions d'axes, les équations du mouvement sont données par *# =0 
et Z=g. Avec nos conditions initiales, elles s'intègrent aisément pour donner 


x(t)=vot et z(t)= 1 gr +h. L'énergie mécanique est constante et, au départ, elle 
vaut E=0- À moÿ — mgh, ce qui permet de déterminer v9 = NETTE Ainsi, les lois 


horaires deviennent : 
x(=2ght ; z()=1le+h 


L'élimination du temps dans celles-ci permet d'obtenir l'équation de la trajectoire : 


2 
X 
see) 
ST 


En un point x, quelconque, la pente de la tangente à la trajectoire est x, /(2h) et 


2 
z : X X Le 
l'équation de cette tangente est z— 27; = Ex) avec zj = ru h. Choisissons le 


point x = 2h ; il n'est pas difficile de voir que l'équation de cette tangenteest z= x ; 
c'est la première bissectrice. Cette conclusion est vraie pour toutes les valeurs de h, 
donc pour toutes les trajectoires. La première bissectrice est l'enveloppe de toutes 
les trajectoires : c'est la caustique. 


On cherche le front d'onde qui possède la valeur S. Il s'obtient en intégrant 
\2m(E-V) le long de la trajectoire. Avec E=0, V=-mgz et dl = Vax? +dz? = 
: ___X LT 
de\1+2? , l'intégrale vaut S = mV2g | Vz \1+ 72 dx. Avec l'équation de la tra- 
0 
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= ne À 52 
jectoire z(%)=h+3%? /(4h), cette intégrale devient 5 = TEUIL + ae qui 
0 


s'intègre aisément pour donner : 


G= TR {9 1212 


(4sh (u /3)+3sh(u /3)), soit, en utilisant la relation connue sur les sinus hyper- 


boliques 5 = 4m 2g h°/2shu. La suite est facile. Pour un $ donné, à chaque valeur 


de h, on détermine une quantité u(h) grâce à la relation précédente. L'abscisse 
du front d'onde est fournie par x(h)=4hsh(u(h)/3) et l'ordonnée, qui est sur la 


même trajectoire, par z=/h+ x? /(4h) = n[1 +4sh?(u / 3)), soit, grâce à la relation 
2sh?(u/3)=ch(2u/3)-1, z= h(2ch(2u / 3)-1). En résumé, les fronts d'ondes de 


valeur S s'obtiennent de façon paramétrique à l'aide des formules suivantes : 


u(h) F Argsh Las ; x(h) =4}h sh(#0) : z(h) = H2ch| 2 | Es i 
4m\2gh° 3 3 


Les trajectoires (en traits pleins) et les fronts d'onde (traits pointillés) sont représen- 
tés sur la figure 5.5. 


Figure 5.5 


Trajectoires d'énergie nulle 

(traits pleins) et fronts d'onde 
correspondants (traits pointillés) dans 
un champ de pesanteur constant. 
Avant que la trajectoire n'ait rencontré 
la caustique elle est orthogonale 

aux fronts d'ondes qui descendent ; 
après la rencontre avec la caustique 
elle est orthogonale aux fronts d'ondes 
incurvés vers le haut. 


mA 
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5.6. LENTILLE ÉLECTROSTATIQUE [ÉNONCÉ P. 218] 


Il y a symétrie de révolution autour de l'axe Oz ; le potentiel scalaire électrostatique 
est de la forme U(r,z) et le potentiel mécanique auquel est soumise la particule 
V(r,2)=qU(r,2). 

Dans l'espace où circulent les particules, il n'y a pas de charges source et le potentiel 
vérifie l'équation de Laplace qui, en coordonnées cylindriques, s'écrit : AU =0 = 
du + (1/r)a,U +97U . Faisons un développement de Taylor radial du potentiel 


U(r,2) =U(0,2)+ra,U,_, +270, U 
: 2 


2 
Lo 71 =), +70 ul 


2 y _ 92 
Us du] 
ou = 2 AU . À cet ordre, le laplacien devient: 0 | +(1 /r)9,Ul] 

Z z r=0 r r=0 r=0 


+92 U 
54 


. Plaçons-nous à un z donné ; les termes d2 ul ” 9° ul ne dépendent 
r=û F= r=0 

que de z et ils ont une valeur finie. Faisons tendre r vers 0 ; ces deux termes gardent 
leur valeur finie. Pour que le laplacien ait la valeur 0, il faut que l'autre terme ait une 


valeur finie ; cela ne peut se faire que si a/H|.4 = 0. On peut obtenir aussi cette 


conclusion grâce au théorème de Gauss. 
L'équation de Laplace impose maintenant que 9° U | =. 1 92 (ui . et le dévelop- 
F= F= 


pement limité du potentiel s'écrit simplement Ur, z)=U(0,z)++r/ 97 à = 
= 


U(0,2)-+r 797 u : Finalement, le potentiel mécanique, pour les faibles valeurs 
F 
de r, s'écrit : 


1,2 Fue 


Vr,2= :u02 nids? 


Le champ électrique, qui est le gradient du potentiel électrostatique a un comporte- 
ment linéaire en r au voisinage de l'axe. Il s'annule donc sur celui-ci. 
On peut simplifier la notation en posant V(r,z) =V(z) - L2v”(2) ,avec V(z)=q.U(0,z) 
et V”(2)=q 0) = ge(d?U(0,2)/dr?). 

Z7  lr=0 


Appliquons le principe de Maupertuis pour déterminer la trajectoire : 


J V2m(E —V(r,2)) dl est stationnaire. Dans un plan donné di? = dr? + dz?, soit 
dl = dz\1+r"(z) où r’(z) = dr / dz. Finalement il faut rendre stationnaire la quantité 


JE, r',z)dz avec F(r,r’,2)= \2m(E - v(r,2)(1 + F2) . On pose T(z}=E-V(z) 
l'énergie cinétique de la particule sur l'axe de révolution. Alors E —V(r,z) =T(z) 
+ (? /4)V”(2). 

Nous avons affaire à un calcul classique des variations et l'équation à résoudre est 
d(9,:F)/dz=0,F. 
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À l'ordre le plus bas en r et r’,on calcule d(0,,F) / dz = rV2mT +2mr T° / (2V2mT) ; 
et d,F=mrV"/ (2V! 2mT). Finalement, l'équation différentielle résultante prend la 
forme : 


& LC) en _VG) y 
r"(2)+ 2T() (2) TG) r(z}=0 


Cette équation r”(z)+ A(z}r'(z)-B(z}r(z) = 0 est linéaire. Pour des particules de 
même masse lancées depuis l'axe avec la même énergie, les fonctions A(z) et B(z) 
sont identiques. Cela signifie que toutes les trajectoires des particules vérifient la 
même équation différentielle linéaire. 


On lance toutes ces particules du même point © de l'axe, choisi comme origine et 
appelé point source en optique. Cela signifie que r(0) = 0 pour toutes les trajectoires ; 
celles-ci ne diffèrent que par l'angle d'émission, donc par r’(0). A cause de la linéa- 
rité de l'équation différentielle, nous avons la proportionnalité de toutes les trajec- 
toires. Pour deux trajectoires quelconques le rapport des pentes reste constant tout 
au long du parcours (égal au rapport correspondant au lancement). 


Si au point z=s, sortie du dispositif (sortie de la zone où on peut appliquer l'équa- 
tion différentielle), les particules ne sont plus soumises à des forces, elles vont en 
ligne droite. Deux cas sont à envisager : 


* une particule sort parallèlement à l'axe : #(s) = 0. En vertu de la remarque précé- 
dente, il en est de même de toutes les autres particules. Autrement dit, nous 
sommes dans la situation où toutes les particules émises du même endroit avec 
la même vitesse (mais un angle d'émission différent) sortent parallèles à l'axe. 
On peut dire que le point d'émission se trouve au foyer de la lentille électro- 
magnétique. 

+ Si “H(s)#0, la ligne droite suivie par la particule a pour équation ñ(z)-n(s) = 
(z-s)(s) et elle coupe l'axe en un point z,, tel que n(z)=0,soit z =s-n(s)/#(s). 
De même une autre particule 2 coupe l'axe en z, =s-r"(s)/r5(s). Comme 
n(s)/r5(s)=rn(s)/"(s), il s'ensuit que z, =z,. Toutes les particules issues du 
même point avec la même vitesse convergent au même point (#(s5) <0) appelé 
image réelle, ou divergent du même point (r{(s) > 0) appelé image virtuelle. 


Ce dispositif électromagnétique se comporte exactement comme une lentille optique, 
d'où le nom de lentille électromagnétique qui lui est donné. 


5.7. PRINCIPE DE MAUPERTUIS AVEC CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE 
[ÉNONCÉ ET FIGURE P. 220] 
Par définition l'action réduite est définie par S = fr. dr. Dans cette expression, 


l'impulsion p est liée à la quantité de mouvement R = M par la relation bien 


connue f=ni+qÀ, ce qui permet d'écrire $= fx. dr + [a À A.dr. Occupons-nous 
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du premier terme que l'on peut mettre sous la forme fñrdt L fmo° dt = Jde. 
De plus, le hamiltonien non relativiste a pour forme H = 7? /(2m)+qU, ce qui 
_ permet d'écrire la dernière intégrale comme [V2mCH - qu) dl. En regroupant 


nos deux contributions, il vient : 
5 = [J2m(H-qu)dt+ [aq À.dr 


Dans le cas envisagé, U = 0 et H = E = Cte puisque le potentiel vecteur À =—1F À B 


est indépendant du temps. 

L'action réduite devient S = J|V2mE \ dx? + dy? +(q,B/2Yx dy-y dx) | Le principe 
de Maupertuis demande à rendre stationnaire cette quantité, ce qui est un problème 
de variation tout à fait analogue au problème isopérimétrique. 

On cherche une représentation paramétrique de la trajectoire x{t), y(t). On peut écrire 


l'action réduite sous une forme traditionnelle $ = Jar L(x, y,x’,y"}, avec l'expression 


où C; et C; sont deux constantes d'intégration. 


Multiplions la première expression par 1”, la seconde par x” et retranchons pour 
obtenir 2xx°+27yy"—2xpx"-2y0y" =0 avec x9 = C) / (q,B) et yo = -C1 / (q,B). Cette 
équation s'intègre sans problème pour fournir (x-— x0)° +(y— vo)? = Cte = R?. C'est 
l'équation d'un cercle de centre (x0,ÿy0) et de rayon R. On peut toujours choisir 
l'origine au centre du cercle, ce qui implique le choix C; =0, C; =0. Enfin, on peut 
choisir t ={ comme le temps et supposer que x(0)=R, y(0)=0. En reportant cela 
dans les équations du mouvement, on voit que x’(0)=0, que y’(0) <0 (la particule 


tourne dans le sens des aiguilles d'une montre) et que V2mE = q,BR, ce qui permet 
de trouver le rayon du cercle : 


2mE 
qeB 


C'est l'abscisse curviligne 5 qui joue le rôle de coordonnée généralisée. On a bien 
sûr ü(s)= 5# (5), où f(s) est le vecteur unitaire tangent à la courbe au point s. L'éner- 


gie cinétique vaut T = Lis? et le potentiel V=-g,0: À = —qêt : À. Le lagrangien 


est la différence de l'énergie cinétique et de l'énergie potentielle, soit : 
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L(s,5) = Lime? + g,éf(s)- A(s) 
18175 Ge 


L'impulsion est donnée, comme d'habitude, par p=d;L, c'est-à-dire, dans ce cas 
particulier : 


p = mé + qe t(s)- À(S) 


ce qui permet d'avoir $=(p-—q,{(s)- A(s))/ m. On obtient Ja fonction de Hamilton 
par transformée de Legendre de la fonction de Lagrange H =p$-L, soit après le 
remplacement de $ par p: 


CAACFOI 
2m 


H(s,p)= 


Le hamiltonien est indépendant du temps, il reste constant sur la trajectoire à une 
valeur qui est l'énergie E. En fait, on remarque que H = dm? et s'identifie à l'éner- 
gie cinétique ; on en déduit que la vitesse de parcours est constante 5 = V2E/m, 
tandis que l'impulsion p varie à cause du terme f(s)-A(s). 

Regardons la variation de l'action réduite sur un tour. Elle a l'expression AS = fr ds = 
ÿms ds + Îde F(s)- A s)ds. Puisque $ reste constant sur un tour et que l'abscisse curvi- 


ligne reprend la même valeur, la première contribution est nulle. Quant à la seconde 
on peut la réécrire, grâce au théorème de Stokes, 4, (Il (v A À) «46 = qe j[8 -d6. Or 
» È 


l'intégrale sur la surface Z enserrée par la courbe n'est rien d'autre que le flux ® 
du champ magnétique à travers cette même surface. On arrive ainsi à la relation 
cherchée : 


AS = geD 
5.8. HAMILTONIEN SÉPARABLE, ACTION SÉPARABLE [ÉNONCÉ P. 221] 


Soit S(x,z,E) l'action réduite pour notre système. L'équation caractéristique de 


Hamilton-Jacobi s'écrit H(x,2,9,5,0,5) =E, soit, avec la forme proposée pour le 


LE Fe 
L 29 + 95 +msgz = E 
2m||\ 0x dz LS 


hamiltonien : 
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Le hamiltonien est manifestement séparable et cela nous encourage à chercher l'action 
sous forme séparable : S(x,z,E) =S,(x,E)+5,(z,E). A présent, 2,5 =dS, /dx, 
2,5 = dS, / dz et l'équation caractéristique fait maintenant apparaître des dérivées 
totales et non des dérivées partielles : 


1 lÉds, Ÿ* (us, Ÿ L 
A | zx | 16 M 


Dérivons par rapport à x cette équation ; cela donne 9,[(4S, / dx)?]/(2m)=0, soit 


(dS, / dx)? / (2m)=e, où e estune constante. L'équation caractéristique fournit alors 


l'autre équation. En résumé : 


2 2 
LE) =e : re) +mgz=E-e 
2m\ dx 2m\ dz 


La première équation s'intègre facilement S,(x,e)=+V2me x. La seconde donne 
dS, /dz=+/2m(E-e- mgz) . Sa primitive est un peu plus compliquée mais élémen- 
taire: S,(z,E,e)=+(2/(38))V2/ m(E —e— mgz)?. Nous obtenons ainsi l'action 


réduite complète sous forme séparable : 


S(x,2,E,e)= +V2me ra 2 2 (Een) 


L'action totale s'obtient par la formule classique S = = Et, soit : 


S(x;/4'Ee;t)= s7mexs À (E-e-m) - Et 
m 


Le théorème de Jacobi permet de résoudre complètement le problème. On a d'abord 
0S /dE == Cte qui entraîne : 


E-e 
mg 


z(t)= gtx œ}? + 


C'est la loi horaire pour le mouvement vertical. 


D'autre part, on a également 0$ / de = B = Cfe qui conduit à : 
x/Ne F (2 /(mg))\E —e-mgz =2$/m=cC, 


que l'on travaille un peu pour la mettre sous la forme : 


à 


D 


œ 
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2 

L{ x E-e 

==] = -C —— 
Z{x) (+ J+ 


C'est l'équation de la trajectoire ; il s'agit d'une parabole, comme on s'y attendait. 


La donnée des deux équations précédentes suffit à résoudre complètement le problème. 


5.9. EFFET STARK [ÉNONCÉ P. 221] 

On définit les coordonnées paraboliques par E=r+z,n=7-2 ce qui permet d'avoir 
r= LE +), z= L(E- n). Le potentiel du système est V=-K/r+kz=-2K/(E6+1) 
+ k(6-n)/2 que l'on peut écrire de façon alternative V = [Ve (Ë)+ Va(n)] /(E+n), 


avec une formulation symétrique : 


k k 
MOSSE-K ; V=- nt -K 


Pour calculer l'énergie cinétique, on part de l'expression en coordonnées cylindriques 
T= m6? + p20? + 2). On fait le changement de variables vers les coordonnées 


paraboliques et on utilise le lien &n = r-2?=p2.Il n'y a pas grand problème à 
faire de la sorte et on obtient : 


2£2 2,,2 er 
PENÈNS, ps Aer, rss 
T = 1 ME +É nn +26nên + + — + —9 
dm a En? +2 (87 + n7 26) 
À partir du lagrangien L=T-V, on déduit les impulsions pe = OL /DÉ = 
m(E +n)é/(Ë), Pn = 0L/0ù = m(É+nin/(4n) et p4 =0L/ d6 = mËn®. La fonc- 
tion de Hamilton se calcule par la formule habituelle H = peË + pañ+ PoŸ— L 


en remplaçant les vitesses par les impulsions, tirées des relations précédentes. 
Il vient : 


H(Ë,n,6,Pe ,Pn/Po)= Fe 


2{Épé+npn pé RAC) 
étn 4ôn E+n 


La fonction action réduite S(É,n,0,,EË) s'obtient à partir de l'équation caractéristique 


de Hamilton-Jacobi, qui s'écrit dans notre cas : 


AE cé). n sé) . 1 Ë] AAC 
ml é+n(dé) E+nlon/  4ën(0 ë+n | 
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On remarque que la coordonnée & est cyclique et, naturellement, on pose: 


S(E,n,0,E,c) =$(E,n,E,c)+co. En reportant cela dans l'équation caractéristique 
et en multipliant celle-ci par #(6 +1), on la réécrit sous la forme : 


x 2 ) AR 2 
x[®) MEE + DE + Ve (E) + 2 D) MEN + + M Va QT) =9 


On s'aperçoit que cette nouvelle équation est elle-même séparable, ce qui nous incite 
à poser : S(E,n,E,c) = Se(é,E,c) +Sn(n,E,c). En reportant cela dans l'équation pré- 


cédente, nous la transformons en : 


dSe Ÿ 2 dSn Ÿ 2 
ë c Ê 
4 | mEË + 2E le) nine Sen 


dé 


Les dérivées partielles sont devenues des dérivées totales ; dans ces conditions le 
premier crochet est une fonction de la variable & seule et le second de la variable n 
seule. Pour que l'équation caractéristique soit vérifiée quelles que soient les valeurs 
des variables &,n, il faut égaler le premier crochet à une constante f et le second à 
la constante —B. Nous aboutissons ainsi aux deux équations différentielles : 


dSe Ÿ 2 
ÉES _ mEË eme) =$ 


dSn Ÿ 2 
(ir) — MEN + on + nt) = —$ 


qui permettent de déterminer les fonctions 8: et 5. 


Le problème est maintenant entièrement résolu puisque l'action réduite complète a 
pour valeur : 


S,n,0,E,B,c)= Se (É,E,B,c)+ Sn(n,E,B,c) + cd 


Pour se mettre en conformité avec les notations habituelles, notons 6 = c le moment 
angulaire ( p4 =d45). Introduisons les potentiels effectifs We (6) = -fB/(28) + o?/ (4E2) 
+mVe(Ë)/C8), Wa(n)=8/(2n) +0? /(4n°)+ mVa(n) / (21). Ils sont tracés sur la 
figure 5.6, avec les paramètres suggérés dans l'énoncé. Les équations donnant les 
actions s'écrivent maintenant de façon plus simple : (45e / dE)? =(mE /2)- W: (6) et 
(dSn/ dan)? =(nE/2)-W,(n). Nous devons donc avoir les contraintes (m1E/2)> We (E), 
(ME /2)2W,(n). Les égalités dans ces expressions correspondent aux points tour- 
nanits ; avec les paramètres proposés, on a explicitement &,, =0,094, E14 = 0,734 et 
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Nu = 0,175, nu = 0,496. Dans le plan &,n, la zone des trajectoires permises est 
donc le rectangle &,, <E< Eu, ny SnN<nm. En repassant aux variables (p,z) origi- 
nales, la zone correspondante est enserrée entre deux paraboles (n=n,,, n=nm) 
orientées vers le haut et deux paraboles (6 =&,,, 6 = E 1) orientées vers le bas. 


2e 
15 
1L 
0,5 L Em 
F EM nm 
Fu fl intius ni nat Lil CO OU LS er Er re ES EU 8 ON EE EE 
Rat 025 1 05 LO7ae a, TOR AE T2 |‘ 2 
-05 Li É : 
En RC De name SU TS M in nan generee E 
1 € 
-15 
-2E We 


Figure 5.6 - Potentiels effectifs We (6) et WA(n) en fonction de leur argument, pour les 
valeurs suivantes des paramètres m = K=1, k=0,4, 6 =0,45, B=0,2. L'intersection 
de ces courbes avec la droite mE / 2 fournit les points tournants dans l'espace (6,n). 


Une trajectoire, obtenue en résolvant numériquement les équations de Hamilton, est 
représentée sur la figure 5.7. La zone permise pour l'exploration est indiquée par 
des traits discontinus. 


Z À 
0,4 


03 FE 


0,2 


Figure 5.7 
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Trajectoire, dans le plan (0,2) 

d'une particule soumise à un potentiel 
électrostatique central attractif 

et un champ électrique constant 

le long de l'axe Oz. 


5.10. ORBITES DES SATELLITES DE LA TERRE [ÉNONCÉ ET FIGURES P. 222] 


DID TUE = 22 = 2 à x À 
1 Partons de l'égalité évidente |F — ci] =(r - 6)? = r2+07-206ru, où u= cos(r,2) 


est le cosinus de l'angle entre le rayon vecteur et l'axe Oz. Ainsi 1/F-6|= 
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—1/2 
(1/ ni —2ou /r+0? / r?) . On suppose qu'on se place à grande distance par rap- 
port à l'écart entre les deux centres 6 / r <<1 ; dans ces conditions, on peut effectuer 
un développement limité de la racine carrée, basé sur la formule connue (1+e€)"! 22 


1-e/2+3e° /8. Nous parvenons alors à la formule souhaitée : 


re 4 SU (3u2 - 1)o? 
À ————— © ——— 


3 4 
FF À vez 2r° + OA.) 


L'expression de 1/ | +0] se déduit de la précédente en changeant simplement © 


en —G. 


Le potentiel en découle de façon immédiate V = -k1 /r+ (3u? - 1)0? / (2r%)] . Cette 
expression doit être rapprochée de celle provenant d'un ellipsoïde de révolution qui 
vaut V =-GmMi / r + (81 —1)(1- 13)/ 2Mr)|. On peut remplacer le potentiel 


d'ellipsoïde par le potentiel à deux centres à condition de faire l'identification : 


I=É 
K=GmM ; 6=)—7 
nl Lo} M 


Pour un système prolate, I > 1; et le paramètre © est réel. 


En fait, la terre est oblate I < 13. On pose 6 = (13-1)/ M et on travaille avec i6. 


= — 


On définit donc ñ = Vp2 +(z- io) et = Vp" +(2+ ic)? . Les deux longueurs sont 
complexes a l'une de l'autre maïs le potentiel V = —2K(1/ h+1/h) est 


une quantité réelle. Il en est de même des deux coordonnées elliptiques sans dimen- 
sion Ë=(n+")/(26) et n=(" -n)/(2i6) ; on garde l'angle polaire d comme der- 
nière coordonnée. 


. 5%): rê — rÀ = 4i6z, rêr? = 


Il est facile de nr les identités rf +rê = 2(p? +2 
(p? PE 6°) +46?z2. À partir de celles-ci, des calculs sans difficulté donnent 
z=ËEnc et p= o(E2 - +1)(-n 2). Pour calculer l'élément différentiel de longueur, 
le plus simple est de partir de son expression en coordonnées cylindriques dè = dp? 


+ p?dp? + 472. Le passage des coordonnées cylindriques aux coordonnées elliptiques 
a été explicité plus haut et ce n'est qu'une question de calculs algébriques un peu 
longs mais sans réelle difficulté pour obtenir finalement : 


2 _ 262, ONE 2 
FF =0o"(E"+n LE 2° =. fret (1+87)(1-n°)d9? 


Q@ 


R 
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L'énergie cinétique s'obtient très facilement à partir du carré de l'élément de longueur 
puisque T = Lo? = Ln(dl / dt}? = Lm(di?) /(dt?). Quant au potentiel, il s'obtient 
lui aussi très facilement puisque V = -2+K(1/ n+1/n)=-K(n+n)/(nn). Or 
ñ + = 266 et nn = ot? + n°). On en déduit le potentiel : V = —KE / [o(e? + m)]. 


Finalement le lagrangien s'obtient par sa définition L=T-V, soit: 


_1 24m; E+n FN Re KÈ 
L= mo Le EF+ pr n°+(41+89)-n°)d er 


On calcule à présent les impulsions par la recette habituelle : ps = dL = mo? (£2 + )Ë 
JA+E); pre dl = mo (E +n)n/(1-n?); pe = dL = mo?(1+E62X1-n2)0. 
Enfin le hamiltonien est obtenu par transformée de Legendre H = peë + Pa + P60 - L. 


Tout calcul fait, nous parvenons au résultat : 


1 | 1487 > 1-7? > 1 2 KE 
2m0°? Ê En en Gen | 62 + n°) 


Introduisons l'action réduite S(É,n,0,E). Elle vérifie l'équation caractéristique de 
Hamilton-Jacobi : H(É,n,6,d:5,9n6,945) = E. Avec le hamiltonien donné ci-dessus, 


l'équation caractéristique prend la forme : 


s\2 Sen 2  e\2 
ar faËŸ.  2(25) 1 oë 
FRS ne | | ci (E ref) 


L'équation est séparable. On remarque d'abord que la coordonnée @ est cyclique, ce 


qui permet de choisir l'action sous la forme S(É,n,d,E) = S(E,n,E) +0. L'équation 
caractéristique se transforme en : 


AND: a %2 
1 26 26 a? 
2m0?E = 1+E2 + (1 2 2KMOË | + — —— 
E+n° on à Me (à) , (+82)1-n°) 
; Fe a 2 1 1 1 1 
Finalement on utilise l'identité 5 ==. 5 ci ; | eton 
SONT CAM LTIENT ILE 


multiplie l'équation précédente par (e +1). En regroupant convenablement les 


termes, on la met sous la forme : 
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2 {96 D 2 
(1+6 { dE —2Kmoë 7 —2m0" EË 
CE 
2 PR CS 
+ (-n (à) de 7 = 26 En 0 


Sous cette forme, l'équation est manifestement séparable et on est conduit à poser 
S(E, n, Ë,@) = Se (Ë,E,a)+ Sn(n.E,a). L'équation devient finalement : 


2 


—2mo?EE2 
TPE 


x e() _2KmoëË — 
dé 


2 
ds 2 
| (qe) ee FEES 


Les dérivées partielles ont fait place à des dérivées totales et il est patent que le pre- 
mier crochet est une fonction de & seul tandis que le second est une fonction de n 
seul. Pour que cette équation soit identiquement satisfaite, il faut égaler le premier 
crochet à une constante —$ et le second à la constante fi. Nous sommes amenés fina- 
lement à résoudre deux équations différentielles disjointes : 


or ce CE _2mo?EE? = -ÿ 
dé 1+6? 
dS Ÿ a? 
2 (ei 22 
(i-n { ee rl En° =B 


Les solutions s'obtiennent par quadrature. En regroupant toutes les contributions on 
parvient à l'action réduite complète S(É,n,0,E,a,B) et finalement à l'action totale : 


S=$-Et. De façon explicite : 


S(n@tE,a,f)=-Et+ 00 + | nd VA n2)B+2m02En?) - a? 


+] : “. Va k E2)(-B +2mo? EE? + 2KMoË) +o? 


Par le théorème de Jacobi, en dérivant cette expression par rapport à chacune des 
constantes E,x,B et en égalant ces dérivées à d'autres constantes, on résout complè- 
tement le problème. 


De même que, dans le problème sur l'effet Stark, il existe, dans le plan (£,n), une 
zone rectangulaire (6, SÉ<Em, Ny SN <Nm) d'exploration permise pour le satel- 
lite. 6,,,6M sont les points tournants du potentiel effectif W:(£) et +n,, les points 


mn 


D 
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tournants du potentiel effectif W,(n). Dans le plan (p,z), la zone correspondante est 
encadrée par deux ellipses emboîtées (8 =6,,, Ë=Ë) et une hyperbole (n = n,,). 
Une trajectoire possible est représentée sur la figure 5.8. 


Figure 5.8 


Trajectoire du satellite 

dans le plan (p,2). 

Les paramètres utilisés sont : 
o=m=1l,K=2,0=-0,5,E=-1. 
La zone permise est encadrée 

par deux ellipses emboîtées 

(É= Em = 0,135, E=Ëm =1,81) 
et une hyperbole (n=n,, = 0,464). 


5.11. VITESSE DE PHASE ET VITESSE DE GROUPE [ÉNONCÉ P. 225] 


Dans le cas d'une particule libre, E= 5° /(2m) et j= mr. La vitesse de phase est 
Vp = E /}pl = |p|/(2m). D'autre part, la vitesse de groupe est donnée par Ve = | = 


|p|/ 1. On a donc le lien évident : 


Avec la forme d'onde plane donnée à la fonction d'onde, l'équation de Schrôdinger 
iho;Y = she (2m) Awy entraîne la relation hk2 /(2m)= ho. A l'aide des relations de 
De Broglie, cette équation est équivalente à l'expression non relativiste E = pe / (2m). 
La vitesse de phase est donnée par v, = @/K = hk / (2m) et la vitesse de groupe par 
Vo = do / dk = d(ho) / dk) = fk / nm. On voit donc que l'on a ici aussi : 


= 209 


C'est le même lien que précédemment ce qui n'est pas étonnant puisque E s'identi- 
fie à © et p à K avec la même constante de proportionnalité h. 


Dans le cas d'une particule dans un potentiel E = p? /(2m)+V(F) et b=mr. Ainsi 


lpl= V2m{E - V(r)) et vo =E/|l soit volP|= E ; d'autre part v, = L Pl/ #1. On 


en déduit immédiatement : 
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ni 


ToVg 


Cette quantité est constante sur une trajectoire. 


Pour une particule libre en relativité, de vitesse F et de paramètre cinématique 
' 1/2 | ss 
Y= (1- F2 / c?) , l'énergie est donnée par E = ymc? et l'impulsion par p ="ynr. 


La vitesse de phase est v, = E / lp] = c?/ il = c?/ v,- Ainsi ona toujours la relation : 
VEVg =C 


C'est le cas en particulier d'une onde lumineuse dans un milieu homogène. 


Pour une particule relativiste dans un potentiel scalaire, le hamiltonien est H(r,p) = 


2 
\ (me? + vE)) + pc? qui s'identifie à l'énergie sur la trajectoire. La vitesse de phase 
est donnée par v4 = E/|p|. D'autre part, l'équation de Hamilton donne v, = fl = 
I, A] = Iple? /H= Iple? /E= c? /v4- On obtient encore la relation : 


nr. 
VoUg = C 


Cette relation est donc plus générale que dans le cas libre. Elle est encore vraie dans 
le cas d'un potentiel scalaire. 


Chapitre 6 


SYSTÈMES INTÉGRABLES 


Les systèmes intégrables sont définis comme des systèmes qui ont un comporte- 
ment régulier ou prévisible. Dans la nature, on n'en connaît qu'un petit nombre, 
dont fait parti le célèbre problème de Kepler, maïs ils revêtent une grande impor- 
tance pratique. En effet de nombreux systèmes, sans être intégrables, sont “voisins” 
de systèmes intégrables. Une bonne compréhension des systèmes intégrables est 
alors un préalable à l'étude de ces systèmes. 


6.1. LES NOTIONS DE BASE 


Nous n'envisageons ici que des systèmes autonomes. 


Comme illustration des points importants, nous prendrons une particule à deux dimensions 
soumise à un potentiel central. 


6.1.1. QUELQUES DÉFINITIONS 


Le crochet de Poisson de deux fonctions F(q,p) et G(q,p), agissant dans l'espace de 
phase, est défini par l'expression : 


(F,G=S | Ep) | 9G(4, D) | 2e) | 61 


TU dq: dpi; OP; 04; 


Le crochet de Poisson d'une fonction avec le hamiltonien est d'une importance capi- 
tale. Une fonction F(q,p) de l'espace de phase est une intégrale première si son 
crochet de Poisson avec le hamiltonien est nul: {F,H}=0. Bien entendu, le hamil- 
tonien lui-même est une intégrale première. Dans le cas d'un hamiltonien indépen- 
dant du temps, la notion d'intégrale première s'identifie à celle, déjà rencontrée, de 
constante du mouvement. 


Un système à # dimensions est intégrable s'il possède n intégrales premières indé- 
pendantes en involution. 
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C'est le cas d'un système autonome à une dimension avec l'énergie comme intégrale 
première. C'est le cas aussi à deux et trois dimensions pour un potentiel central 
avec, comme intégrales premières, en plus de l'énergie, les projections! du moment 
angulaire. 


Notons ces n intégrales premières F,,(q,p) (m=1,..,n) (avec E(q,p)= H(q,p)). 
Par indépendantes, nous entendons qu'aucune d'entre elles n'est conséquence des 
n-—1 autres, autrement dit elle ne peut s'exprimer comme une fonction des autres 
dans tout l'espace de phase. Par involution, nous entendons que le crochet de 
Poisson de n'importe quelle paire d'intégrales premières est nul, autrement dit 


{F,,8,) =0 Vm,p. 


Si elles sont indépendantes on peut, en théorie au moins, exprimer les impulsions 
comme fonction des coordonnées et des valeurs des intégrales premières : p(q,F). 


Illustration — les deux intégrales premières sont l'énergie E(q,p)= H(q,p)=E et le 
moment cinétique E(q,p) =p4 = 5 et les impulsions sont : 


Ph(P,0,E,0) = (2m(E-V(p)-0? /2mp°) ; potpd,E,0)=6 


Ainsi, dans l'espace de phase de dimension 2n, le système évolue sur une variété 2 
de dimension #. Si, sur cette variété, aucune coordonnée ne peut aller à l'infini et si 
les intégrales premières sont en “involution”, la topologie de cette variété est un tore 
c'est-à-dire que chaque point de la variété M}; est repéré 3 par n angles modulo 2x, 
comme illustré sur la figure 6.1 : 


27 


0 


Figure 6.1 - À gauche l'état du système sur M}; est repéré par deux angles @, et @t9 
(modulo 2n). Les valeurs 0 et 2x doivent être considérées comme correspondant 
au même état. Le trait continu correspond à un mouvement dans M. Pour assurer 
la continuité visuelle, on doit coller les bords du rectangle qui ont pour valeur 0 et 27. 
Par déformation continue, cela engendre la représentation visuelle du tore 
sur la partie droite. La trajectoire est continue dans cette représentation. 


1 Avec les coordonnées cartésiennes et à trois dimensions, on a quatre intégrales premières 
indépendantes ! Mais elles ne sont pas en involution. 


On dit être dans une variété ou sur une variété. 


Ce n'est pas le cas d'une sphère pour laquelle aux pôles l'angle azimutal est sans objet. 
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Pour les systèmes à deux degrés de liberté, deux intégrales premières sont toujours 
en involution. En effet, si F(q,p) est une intégrale première, différente du hamil- 
tonien H(q,p)= E(q,p), sa dérivée par rapport au temps est nulle par définition et 
cela entraîne : 


B (gp) =0 = (9,B(a,n)à+ (2, (a,n}e = (2,8 a,n)2,HG,p)-(0,R(a.n)2,H(q,n) 
(équations de Hamilton) = {P, H } = 0. 


6.1.2. LES BONNES COORDONNÉES : LES VARIABLES ANGLES-ACTIONS 


Plutôt qu'utiliser 4 et p pour définir l'état du système dans l'espace de phase, on 
peut imaginer d'autres coordonnées # Q(q,p), P(q, p). Si le passage d'un jeu à l'autre 
conserve l'invariant de Liouville (somme des aires de la projection d'un parallélépi- 
pède sur les plans g;,p;) on dit que la transformation est canonique. 


Nous verrons, dans les compléments de ces rappels, une condition très simple sur 
les nouvelles coordonnées pour assurer une transformation canonique. 


Une conséquence de la canonicité est que le flot du hamiltonien H(q,p), qu'on appelle, 


avec plus de précision, générateur des translations dans le temps, coïncide avec le flot 
du nouvel hamiltonien K(Q,P)= H(q(Q,P),p(Q, P)) c'est-à-dire : 


Q=0pK(Q,P) ; P=-00K(Q,P) 


En d'autres termes, une transformation canonique conserve la forme des équations 
de Hamilton. 


Si on prend comme nouvelles impulsions P les intégrales premières F,, alors on a 
deux propriétés particulièrement intéressantes : 


+ d'une part, d'après la deuxième équation de Hamilton, le générateur de la transla- 
tion dans le temps ou hamiltonien ne dépend pas des nouvelles coordonnées 5 Q : 
K(Q, P)= K(P) ; cette propriété que l'on puisse trouver un jeu de #7 coordonnées 
cycliques est précisément le fait des systèmes intégrables. 


+ d'autre part, d'après la première équation, ces nouvelles coordonnées ont une 
vitesse de variation @(P)=9LPK(P) constante et varient donc de façon linéaire 
dans le temps. Ces nouvelles coordonnées ne peuvent être que des angles 
puisqu'aucune coordonnée ne peut aller à l'infini. 


En pratique, on prend comme nouvelles impulsions non pas les constantes du mou- 
vement elles-mêmes, mais des combinaisons dites “variables actions” définies par : 


4 Cette transformation, appelée transformation de contact, peut dépendre du temps. On le 
verra dans les compléments. 


5 Elles sont toutes des variables cycliques ou muettes. 
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1 
IF) => pt, Pdq (62) 
Ty 


Les l, sont les ñn contours fermés de base sur le tore, tous différents et non réduc- 
tibles à un point. La propriété d'involution des intégrales premières entraîne que 
l'intégrale (6.2) est la même pour des contours qui peuvent, par déformation conti- 
nue, s'identifier l'un à l'autre. Cette propriété est démontrée dans le cas à deux dimen- 
sions dans le problème 6.8. Les variables actions, fonctions d'intégrales premières, 
sont aussi des intégrales premières. Par inversion de (6.2), on obtient F,,(1) et en 
particulier, on peut exprimer le hamiltonien F; en fonction des actions uniquement 
K(D). 


Illustration — Un des contours irréductibles correspond à un aller retour du rayon sans 
changement d'angle : le rayon varie de l'aphélie pnax au périhélie Prin et revient à 
l'aphélie. La variable action est alors : 

Pmax j} — otre : 

( \2"[E- V(p)-5* /2mp Jdp 


Pmin 


2 
[,(E,6)= — 
a 27 


L'autre contour correspond à une rotation sans changement de rayon et 


1 2? 
1,=— |odb=0 
® 2x ) ÿ 


> Importance des variables actions 


Dans de nombreuses situations, on ne peut se dispenser d'une approche quantique 
des systèmes mécaniques. C'est évidemment le cas pour la physique à l'échelle ato- 
mique, mais pas seulement. Les règles de la mécanique quantique sont précises mais 
compliquées à réaliser en pratique. Une façon économique d'assurer la quantifica- 
tion de manière approchée, souvent très bonne (on parle d'approximation semi- 
classique), part d'une description complètement classique dans laquelle le hamilto- 
nien est exprimé en fonction des variables actions. La recette de quantification, 
connue sous le nom de règle EBK (EINSTEIN-BRILLOUIN-KRAMERS), stipule que les 
variables actions ne peuvent prendre que des valeurs entières 6 de h, l'action de 
Planck réduite : 


1; n;hñ (6.3) 


L'expression K(1) entraîne ainsi la quantification des états d'énergie. 


6 Parfois demi-entières. 
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> Pour un système intégrable, le problème est résolu ! 


Pourquoi avoir choisi comme premier jeu des nouvelles impulsions les quantités 1,,, 
qui ont les dimensions d'une action ? C'est que les coordonnées a(o ACTE On) asso- 
ciées à ces variables par la transformation canonique sont des angles. L'avantage est 
que lorsqu'on change l'une d'entre elles d'un multiple de 27, nous avons la pro- 
priété de revenir au même point de l'espace de phase, soit g(@,1)=q(a+2nk,l), 
p(a,l)=p(a+2nk,1) où k est un tableau de # nombres entiers arbitraires. La trans- 
formation canonique (p,q)< (&,1) est très intéressante puisque le hamiltonien ne 
dépend que des variables actions et non des variables angles. 


Ainsi, après la transformation canonique, les équations de Hamilton sont : 


_ K(I) _ 
MT y 


OU. : ln =0 (6.4) 


qui s'intègrent pour donner 1,, =Cte, &,,(q9,1)=@,,(1D)t+0@,,0. Par la transformation 
canonique inverse on peut obtenir g(@(f),1) et p(a(t),1). Le problème mécanique 
est entièrement résolu. 


> Régularité/périodicité/quasipériodicité 
Dans l'espace des angles, deux conditions initiales voisines donnent des trajectoires 
qui s'écartent de façon régulière : les vitesses angulaires @,,(1)= 0j, H(1) sont voi- 


sines pour des actions voisines. Le mouvement est régulier et prévisible, ce qui n'est 
pas le cas pour des systèmes chaotiques. 


Chaque coordonnée, et plus généralement chaque fonction de l'espace de phase, 
est fonction des variables angles au travers de fonctions périodiques. Ainsi, si on 
analyse en série de Fourier la variation dans le temps, on trouvera les pulsations de 
base et toutes leurs harmoniques, ainsi que leurs combinaisons. On parle alors de 
quasipériodicité. Si ces fréquences de base sont commensurables toute fonction de 
l'espace de phase a une dépendance périodique dans le temps 7. Dans ce cas, on dit 
que le tore est résonnant. 


6.2. COMPLÉMENTS 


> Construction des variables angles 


Nous avons vu que la transformation canonique vers les variables angles-actions 
est particulièrement intéressante puisque les équations du mouvements sont très 


7 C'est le cas du problème de Kepler ou du potentiel harmonique isotrope, comme on le 
verra dans le problème 6.7. 
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simples : les actions sont constantes et les angles évoluent linéairement dans le 
temps. La construction des variables actions est résumée dans la formule (6.2). Mais 
comment construire les coordonnées angles ? 


Pour cela, on doit d'abord introduire la fonction action réduite, comme au chapitre 5 
5(q,1) = [p(q, F(D)-da 


qui, encore une fois, prend la même valeur pour des contours réductibles l'un dans 
l'autre. 


On obtient les variables angles par différenciation : 


d6(q,1 
Ga UD) (6.5) 
dl 
Illustration — Nous avons déjà calculé l'action réduite pour ce système qui est séparable : 
S(p,d,1,, 16)= J2m{E0, KI Vp}e= É / mp?) dp+Îl, do. Par application de 
la formule (6.5), on obtient : 


fn d 
ap(P; Re avec @ = 01,E(, 16) 


E(l,,16)- V(p) 12) (2mp?)) 


2mo — 14 /p? dp 
CR 
a(p,6,1,16)= | É — — à SE + avec D = 01, EU 5/16) 
2/2m{E(,,16)-V(P)-1à / (mp?) 
On peut, en théorie, obtenir par inversion gq(o(f),1). Ainsi, par des intégrales et des 
inversions de fonctions, on a résolu complètement le problème, ce qui justifie le nom 
de systèmes intégrables. 


> Flot/crochet de Poisson/involution 


Considérons une fonction quelconque F(q,p)de l'espace de phase. On appelle flot 
du générateur F(q,p) les courbes intégrales des équations différentielles : 


dq _dF(g,p) , dp _ dF(q,p) 
at dp ‘dt 0q 


La variable + définie par les égalités précédentes est appelée le paramètre du flot. 


Nous avons déjà rencontré le générateur des translations dans le temps, c'est le 
hamiltonien H(q,p). Dans le problème 6.18, nous construirons le générateur des 
translations avec comme paramètre la translation, ainsi que le générateur des rota- 
tions avec pour paramètre l'angle de rotation. 


La variation d'une fonction quelconque F(q,p) de l'espace de phase le long du flot 
de G(q,p) est donnée par une expression très simple : 
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dE(q,p)={F,Gdr (6.6) 


où intervient de façon naturellele crochet de Poisson {F,G}, tel que défini par (6.1). 


Dans le cas où G=H, le paramètre de flot est le temps et la définition précédente 
implique : F(q,p)={F,H}. On voit donc que si F est une intégrale première (com- 
mutation avec le hamiltonien), c'est également une constante du mouvement. Les 
deux notions sont souvent confondues. Il faut toutefois prendre quelques précau- 
tions. Ce n'est vrai que dans le cas d'une fonction ne dépendant pas explicitement 
du temps. Dans un cas tout à fait général, nous avons plutôt la relation : 


dF(q,p,t) dF 
PMR Sr Hire 7 
rs tr 62 


Dans ce cas une intégrale première n'est pas constante du mouvement. 


Une autre façon de définir l'involution de deux générateurs est de requérir la commu- 
tation de la séquence de leurs flots, comme illustré sur la figure 6.2. 


Figure 6.2 


Flots du hamiltonien H 

et du moment angulaire ps = 6. 

Les paramètres du flot sont le temps t 
pour H et l'angle polaire $ pour p4. 


> Critère pour obtenir une transformation canonique 


Les transformations canoniques, qui respectent la forme des équations de Hamilton, 
revêtent une importance capitale et il est crucial de vérifier la canonicité d'une trans- 
formation ponctuelle dans l'espace de phase. 


Pour un système à un degré de liberté, la transformation doit conserver l'aire dans 
l'espace de phase. Autrement dit le jacobien doit valoir l'unité, ce qui se traduit par 
l'égalité : 

(,QG,r,9)2,P4,p,9)-(0,Q(a,r,0)(0,P(a,p,0)=1 


égalité qui n'est rien d'autre que le crochet de Poisson {Q,P}=1. 


Plus généralement, pour un nombre quelconque de degrés de liberté, la condition de 
canonicité devient : 
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{0:,0,}=0 ; {o,r}=5,; ; {[r,r=0 vi, (6.8) 


Ï existe une manière très simple de construire une transformation canonique, même 
dépendant du temps ; on se base sur l'emploi des fonctions génératrices. Si on part 
des coordonnées originales g,p et du hamiltonien original H(q,p,t) les nouvelles 
coordonnées ©, P et le nouvel hamiltonien K(Q, P,f) peuvent être liés par des équa- 
tions aux dérivées partielles utilisant quatre types différents de fonctions G1(Q,q,t), 
G(P,q,t), Ga(p,Q,P), GA(P,p,t), appelées fonctions génératrices. Ces liens sont 
les suivants : 


èG 2G es 
26 Sp me 5e, 00 
3 20 Ka 
2G2 er de 
NS Tam ES K=H+-—< 
0q Q dP of 6°) 
Gp, gepre 00 | 
d. 2 ‘ of 
3; 64 0 
RSR DE em OCE 
Éper. ESP FT at 


S'il existe une des quatre fonctions génératrices avec les équations aux dérivées par- 
tielles afférentes, on a la certitude de la canonicité de la transformation. Cette notion, 
assez difficile à appréhender, sera détaillée dans plusieurs problèmes (notamment 
les problèmes 6.9, 6.10, 6.11). 
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Problèmes : énoncés 


6.1. EXPRESSION DE LA PÉRIODE POUR UN MOUVEMENT À UNE DIMENSION 
[SOLUTION P. 274] = 


Lien entre la fonction action et la variable action. 


Nous avons introduit au chapitre 5 la fonction action réduite $(q,E). Montrer que 
cette fonction augmente de 2nl(E) (I(E) est la variable action) lorsque le système 
revient au même point de l’espace de phase, c’est-à-dire après une période. Montrer, 
en se basant sur les résultats du chapitre 5, que la pulsation du mouvement @ est 
donnée par : O(E)=4dE / di =1/(9FI(E)) et vérifier son accord avec les résultats du 
chapitre 6 et les équations de Hamilton dans le jeu de coordonnées angles-actions. 


6.2. PARTICULE À UNE DIMENSION DANS UNE BOÎTE 
[SOLUTION ET FIGURE P. 274] EE 


Un système intégrable très simple. 
Une particule de masse #1 est considérée comme enfermée dans une “boîte” linéaire, 
si elle est libre dans l'intervalle [-4,a| mais s’il lui est interdit de franchir les fron- 


tières de cet intervalle. Il n’y a pas à proprement parler de hamiltonien pour ce pro- 
blème (le potentiel serait nul sur l'intervalle et infini à l'extérieur ; on parle parfois 


aussi d’un puits carré). Cependant, un potentiel puissance de type V =(q / a), à la 
limite où la puissance devient très grande À — +, ressemble à celui d’une boîte. 

1 Ecrire le hamiltonien du système avec ce potentiel puissance. 
Soit E l'énergie du système. 

2 Tracer le portrait de phase ; calculer la variable action I(E) (à la limite À — ce) ainsi 
que la variable angle o(q,E). 


3 Ecrire l'énergie en fonction de l’action. Quantifier selon la règle EBK (voir 6.3). La 
résolution de l'équation de Schrôdinger correspondante donne pour spectre E,, = 


(21272) {8ma?). Comparer au résultat semi-classique EBK. 


6.3. BALLE REBONDISSANT SUR LE SOL [SOLUTION ET FIGURE P. 276] LL 
Quantification dans un champ de pesanteur constant. 


Une balle de masse m est placée dans un champ de pesanteur vertical constant g. 
Elle est lâchée d’une certaine hauteur sans vitesse initiale et rebondit de façon élas- 
tique sur le sol. On ne s'occupe que du mouvement vertical. 


1 Tracer le portrait de phase ; calculer la variable action I(E) aïnsi que la variable angle 


«(q,E). 
2 Ecrire l'énergie en fonction de l'action E(1). 


n 


12 
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Quantifier selon la règle EBK (voir 6.3). 


2/3 
La formule quantique donne approximativement: E, = m/ (2 tu Pre) | 


Conclusion. 


6.4. LA PARTICULE DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE CONSTANT 
[SOLUTION P. 277] CII 


Un problème d'électromagnétisme classique vu sous un autre jour. 


Nous considérons à nouveau le problème d’une particule de masse #1,de charge gq,, 
soumise à un champ magnétique constant B le long de l’axe Oz, mais vu cette 
fois-ci comme un système intégrable. Ce problème a été traité dans le formalisme 
de Lagrange dans le problème 2.9 ou dans le problème 5.7, et on prendra la même 
jauge et le même lagrangien. 


Ecrire le hamiltonien du système. 

Trouver deux intégrales premières en involution. 

C'est un système intégrable ; il est de plus séparable. Résoudre l'équation de 
Hamilton-Jacobi (on ne cherchera pas à faire l'intégrale sur la variable y) pour trou- 
ver la fonction action. 

Utilisant le théorème de Jacobi, donner la solution du problème sous la forme #(y) 
et x(y). Montrer que, dans l’espace de configuration, la trajectoire x(7) est un cercle. 
Tracer le portrait de phase dans l'espace de phase y,p,. Remarquer l’analogie avec 
le problème de l'oscillateur harmonique. Montrer que ce portrait de phase est une 
ellipse dont on déterminera les paramètres, et trouver la variable action 1 y (éviter 
des calculs compliqués, en utilisant l'expression simple rab pour l’aire d'une ellipse). 
Quantifier selon la règle EBK (voir 6.3). Cela donne l'énergie des niveaux quantiques 
dits de Landau. 

Il y a une autre expression très utile de l'action où apparaît uniquement le flux 
magnétique ® intercepté par la trajectoire. Donner cette expression. 


Nous ajoutons à présent au champ magnétique B un champ électrique constant E 
(attention à ne pas confondre avec l'énergie E) dirigé le long de Oy. 


Donner le hamiltonien de ce nouveau système. 

Le système reste-t-il intégrable ? 

Donner la fonction action. 

Résoudre le problème par la méthode de Hamilton-Jacobi. Pour obtenir la trajectoire 
ajuster la vitesse inconnue v de façon à ce que l'intégrant donnant x -— vf soit calcu- 
lable. Interpréter votre résultat. 

Montrer que le portrait de phase est toujours une ellipse. Calculer la variable action 
et retrouver les résultats de la question 5. Est-ce si surprenant ? 
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6.5. ACTIONS POUR LE PROBLÈME DE KEPLER [SOLUTION P. 281] CLR 
Un système intégrable classique mais important. 


On considère le mouvement de Kepler. Il s'agit d'un mouvement à force centrale 
donc plan. Dans ce problème, on se place tout de suite dans le plan de la trajectoire 
et on utilise les coordonnées polaires (p,6). Le potentiel est noté V(p)=-K /p. 


1 Rappeler l'expression du lagrangien et du hamiltonien. 

2 Nommer les intégrales premières (E,6) et donner la variable action 14 correspon- 
dant à l'angle ®. 

3 Onse place dans le cas du potentiel attractif (K > 0) et d'une énergie négative (E <0). 
Donner l'expression de l'impulsion radiale p, en fonction des deux intégrales pre- 
mières ainsi que l'expression intégrale de la variable action radiale 1,. 

4 L'intégrale donnant 1, n'est pas très aisée à calculer. On va procéder de façon détour- 


née. Ainsi, vous calculerez l'intégrale plus simple correspondant à d£l,(E,6), qui 
est l'inverse de la pulsation radiale @,,. Pour cela, on fera le changement de variable 


p= Lou + Pyn + (PM Pm)cos|, où on a introduit le périhélie p,, et l'aphélie pa 
de la trajectoire. 
5 Donner, à une constante près, l'expression de la variable action 1,. En utilisant 


l'équation de Hamilton p, =-d,H, montrer que l'énergie pour l'orbite circulaire est 


Ês= —mK? /(20°). Déterminer la constante dans l'expression de l'action radiale 


et exprimer l'énergie en fonction des deux actions E(I, ,14). 

6 En déduire l'énergie des niveaux de l'atome d'hydrogène (K = e? / (4neo)), par 
application de la règle EBK (voir 6.3). C'est le modèle de Bohr. On posera 1, =n,h, 
16 =lh et on introduira la “constante de structure fine” à = K /(ñc), quantité sans 


dimension qui vaut à peu près 1/137. On exprimera l'énergie quantifiée en fonc- 
tion du nombre quantique principal n=n, +. 


Remarque — Nous avons considéré dans ce problème une particule dans un champ 
de force central. Pour l'application à l'atome d'hydrogène, cela correspond à une 
masse du proton infinie. Néanmoins, on a vu, dans le chapitre 2, qu'on peut pren- 
dre en compte exactement la masse finie du proton M, en remplaçant la masse m1 
de l'électron dans les formules précédentes par la masse réduite du système u = 
Mym/(M +1). 


6.6. L'ATOME DE SOMMERFELD [SOLUTION P. 282] Luz 
Correction relativiste à l'atome de Bohr. 


Le modèle atomique de l'atome d'hydrogène, dû à N. BOHR, a connu un grand succès 
au début de l'élaboration de la mécanique quantique. Il est basé sur une quantifica- 
tion de type EBK des orbites de Kepler classiques pour un électron tournant autour 
du proton sous l'action de la force coulombienne (voir problème 6.5). Le spectre 
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d'émission électromagnétique résultant est en bon accord avec l'expérience, mais 
il souffre encore d'imperfections ; notamment il n'explique pas la “structure fine” 
observée. 


Pour remédier à ces petits défauts, SOMMERFELD a introduit la relativité dans le for- 
malisme, le mouvement de l'électron autour du proton s'effectuant à une vitesse non 
complètement négligeable par rapport à celle de la lumière. Dans ce problème, nous 
allons étudier l'effet d'un traitement relativiste sur la quantification des états. Nous 
supposons que le proton a une masse infinie et que l'électron, de masse #1, évolue 
dans un champ de force central coulombien. On utilisera la notation commode : 


K=e? /(4nep). 


La force coulombienne étant centrale, on sait que le mouvement se fait dans un plan ; 
le système est à deux degrés de liberté et il est commode d'utiliser Les coordonnées 
polaires p,0. 


Rappeler l'expression du lagrangien relativiste et du hamiltonien correspondant. 
Nommer les intégrales premières E,6 et donner la variable action 14 correspondant 
à l'angle 6. 

Donner l'expression de l'impulsion radiale p, en fonction des deux intégrales pre- 
mières, ainsi que l'expression intégrale de la variable action radiale 1,. 

Calculer, comme dans le cas non relativiste du problème 6.5, l'intégrale plus simple 
drl,(E,6), qui est l'inverse de la pulsation radiale O,- Pour cela, on fera le même 


changement de variable p = Hem + Pin + (PM — Prn)COS el où on a introduit le péri- 
hélie p,, et l'aphélie p\, de la trajectoire. A la limite non relativiste, retrouver Les 
résultats de l'atome de Bohr. 


N 13/2 >\-1/2 .: ; 
Utilisant la relation j(i — X ] dx = a(1-x ] , obtenir, à une constante près, 


l'expression de la variable action 1,. Se servir de l'équation de Hamilton p, = -0,H 


pour montrer que l'énergie de l'orbite circulaire est E: = mc? 1 —(K/ (oc)}* . Déter- 
miner la constante dans l'action radiale obtenue précédemment et enfin donner 
l'expression de l'énergie en fonction des deux actions E(I,, 14). 

Introduisons la “constante de structure fine” à = K / (hic), quantité sans dimension 
qui vaut à peu près 1/137. Quantifier l'expression de l'énergie obtenue à la question 
précédente en utilisant la prescription EBK (voir 6.3) ; la condition de quantification 
impose 1, =n,h (n, entier 20) et 1, =lh (1 entier > 0). 

En effectuant un développement limité au deuxième ordre en o?, calculer l'expres- 
sion quantifiée de l'énergie de liaison B= E-mc?. On exprimera le résultat en 
fonction du nombre quantique principal n=n,+l et du moment angulaire /. On 
a intérêt à introduire la quantité de Rydberg R,, = mc o° / (2h) et hicR, =13,6 eV 
(pour des raisons historiques c'est la constante de Planck } qui intervient dans le 
Rydberg et non la constante normalisée À). 


Le terme en &? redonne la formule non relativiste de Bohr, qui ne dépend que de 
n et conduit à une dégénérescence des niveaux. Le terme en &” est une correction 


6 — SYSTÈMES INTÉGRABLES 265 


relativiste dépendant à la fois de # et de /, qui lève donc la dégénérescence des 
niveaux ; cet effet est appelé la structure fine de l'atome. La formule de Sommerfeld 
est très proche de celle obtenue en mécanique quantique relativiste par DIRAC. La 
faible différence provient des effets de spin. 


Note importante — Dans le cas d'une masse finie M, pour le proton, la séparation cor- 
recte du mouvement en celui du centre de masse, qui peut être considéré comme 
fixe, et le mouvement relatif d'une particule fictive ne peut être menée à bien que 
dans le cadre non relativiste. Néanmoins le remplacement de la masse de l'électron "1 
par la masse réduite du système u = M,m / (M, +m) dans la définition du Rydberg 
donne une très bonne approximation de la réalité. 


6.7. ÉNERGIE EN FONCTION DES ACTIONS [SOLUTION ET FIGURE P. 285] MMM 
Les deux problèmes les plus classiques de la mécaniqueet leur quantification semi-classique. 


Ce problème cherche l'expression de l'énergie en fonction des actions pour deux 
systèmes traditionnels : l’atome d'hydrogène et l’oscillateur harmonique ; le but est 
d'obtenir une expression quantique pour l'énergie. 


Considérons, dans un espace à deux dimensions, une particule de masse #1, dans 
un potentiel central. C’est un problème intégrable et séparable si on choisit comme 
coordonnées généralisées les coordonnées polaires (p,6). 


Vous pouvez vérifier que les variables actions sont respectivement le moment ciné- 
tique 1, = py = 6 et l'aire de surface (à 2x près) donnée par le portrait de phase dans 


le plan p,p,,soit 2x, (E,6)= $ pp dp- On se pose la question de déterminer l’expres- 
sion du hamiltonien en fonction des actions ; celle-ci dépend bien évidemment de 


la forme du potentiel V(p). On peut répondre facilement pour les mouvements péri- 
odiques les plus classiques (problème de Kepler V(p)=-K /p, où, dans le cas de 


l'atome d'hydrogène, K = e? / (4n£o), et oscillateur harmonique V(p)= Lmop?). 


> A - Considérons d’abord le problème de Kepler 


1 Tracer schématiquement les trajectoires dans l'espace (p,p,) et (d,p4 = 6). Compa- 
rer les pulsations pour les mouvements en angle @, et en rayon @, (combien de 
fois on tourne sur la trajectoire dans l'espace (p,p,) lorsqu'on fait un tour dans 
l’espace (®,p4 = 6)). On utilisera avec profit les connaissances que l’on a sur l'orbite 
du mouvement. 

2 Utilisant les équations de Hamilton, en déduire que le hamiltonien n’est fonction des 
deux actions 1,,1, que dans une expression de la forme H(1,,14)= HI, +14). 


> B - Puis le cas de l’oscillateur harmonique 


3 Reprendre les mêmes questions et en déduire que le hamiltonien de l'oscillateur har- 
monique est une fonction de la forme H(1,,1,)= H(21, +1). 
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> C- Quantification semi-classique 


Pour ces deux cas, considérer l'orbite circulaire. En utilisant la mécanique newtoni- 
enne (force centrifuge = force centrale), calculer l'énergie E.(6) correspondante. 

En déduire l'expression de la fonction de Hamilton en fonction des actions pour ces 
deux problèmes, et donner les niveaux d'énergie des problèmes quantiques corres- 
pondants, en appliquant la règle EBK (voir 6.3). 


6.8. INVARIANCE DE LA CIRCULATION PAR DÉFORMATION CONTINUE 
[SOLUTION P. 288] CLR] 


Démonstration d'une propriété géométrique fondamentale dans le cas à deux dimensions ; 
importance de l'involution. 


Le but de ce problème est de montrer, dans le cas d'un système intégrable à deux 
degrés de liberté, l’invariance de la circulation de l'impulsion sur un chemin tracé 
sur une surface de l’espace de phase, définie à l’aide de deux fonctions F; et F; en 


involution {A ,b} = 0. On considère donc dans l’espace de phase à quatre dimen- 
sions, dont chaque point est repéré par ses coordonnées (x,y,p;,p,,), une surface à 
deux dimensions M} qui est l'intersection de deux hypervolumes à trois dimensions 
FX, Px,Py)= fi et B(x,y,Px,Py)= 2. Par inversion des formules précédentes, on 
peut exprimer, sur la surface M}, les impulsions en fonction des coordonnées, soit 
Pr, vif) et py(x,y;f,f). Soit T un chemin fermé restant constamment sur 
MF. On considère à présent l’action réduite calculée sur T, autrement dit la circu- 


lation de p(q; f) : $P(a:f).dq = flex: hdx+piG vif R)dy). La propriété 
F r 


à démontrer est la suivante : quel que soit le contour T°, réductible à un point, 
cette circulation est nulle ; elle est équivalente au fait que, pour deux chemins 
quelconques F, et T, reliant deux mêmes points, et dans le même sens, la circula- 


tion est identique. 


F; (AY PxPy) = f; Figure 6.3 


F3 (XYPxPy) = fa Circulation 
dans l'espace de 
y configuration de 


la quantité p-dq 
pour deux chemins, 
ayant les mêmes 
extrémités, choisis 
sur la surface Mr. 


www.Ebook777.com 
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En dérivant les deux constantes du mouvement Æ et F,, et en choisissant, pour 
chacune des deux équations, des chemins sur M}; à x constant et à y constant, en 
déduire quatre équations reliant les dérivées partielles de p aux dérivées partielles 
de F. 

En éliminant correctement les quantités d,p, et d,p, de ces quatre équations, trou- 
ver les deux systèmes d'équations restants, et calculer les quantités d,p, et d,p, en 
fonction des dérivées partielles de F. 

Utiliser l'involution pour démontrer larelation, valablesur M}; : d,p, —d,p, =0. 


Utiliser la formule de Stokes pour déduire que l'intégrale [x dx+py dy), sur la 


surface My, ne dépend pas du chemin choisi pour la calculer. 


6.9. BALLE REBONDISSANT SUR UN PLATEAU EN MOUVEMENT 
[SOLUTION P. 290] = 


Changement de hamiltonien dans une transformation canonique dépendant du temps. 


On veut étudier le mouvement vertical d'une balle soumise à la pesanteur dans un 
référentiel non galiléen (dans un ascenseur par exemple) en ajoutant une force d'iner- 
tie. Dans ce problème, nous allons utiliser une méthode plus compliquée, mais très 
instructive, en utilisant une transformation canonique dépendant du temps. 


Soumise à un champ de pesanteur constant g, une balle de masse #1 rebondit sur 
un plateau (le plancher de l'ascenseur) dont l'altitude varie avec une loi A(f). Plutôt 
que l'altitude q au-dessus du sol, on a intérêt à prendre comme coordonnée géné- 
ralisée la hauteur au-dessus du plateau Q. On considère donc la transformation de 
contact suivante, dépendant du temps : 


Q(Q,t)=q-h(t) ; P(p,t)=p-mh(t) 


Montrer que cette transformation est bien une transformation canonique. 

Trouver la fonction génératrice de second type G,(P,q,t) pour cette même trans- 
formation. 

En déduire le nouvel hamiltonien K(Q, P,f). Remarquer qu’une dépendance pure 
en temps dans la fonction de Hamilton ne modifie pas les équations du mouvement. 


6.10. OSCILLATEUR HARMONIQUE À FRÉQUENCE VARIABLE 
[SOLUTION P. 290] CE] 


Encore une broderie sur le thème de l'oscillateur harmonique. 


Nous envisageons dans ce problème une transformation canonique dépendant 
du temps. Le système proposé est un oscillateur harmonique à une dimension 
mais avec une pulsation variable, dont le hamiltonien est donné par: H(q,p,t) = 


p? / @m) + Emo(t) q?. Ce type de hamiltonien simule par exemple un pendule 


dont la longueur varie au cours du temps (pour de faibles amplitudes) ou un res- 
sort chauffé dont la constante de raideur varie au cours du temps. 
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Faire la transformation canonique avec la fonction génératrice de type 1 suivante : 
2 
G1(Q,q,t)= Lmo(E)q cotan(Q) 


Trouver le nouvel hamiltonien et écrire les équations de Hamilton pour le nouveau 
jeu de coordonnées. 


L'avantage de cette transformation canonique est que l’équation qui donne Q(f) est 
une équation différentielle du premier ordre (mais non linéaire), alors que l'équation 
de Lagrange qui donne q(f) est du second ordre. 


6.11. CHOIX DE L'IMPULSION [SOLUTION P. 291] CE 


Pour un système à un degré de liberté, on peut toujours choisir l'impulsion proportionnelle 
au hamiltonien. 


Pour un système autonome à un degré de liberté (espace de phase à deux dimen- 
sions), il est toujours loisible de faire une transformation canonique en choisissant 
comme nouvelle impulsion P(q,p) une fonction du hamiltonien. 


Ceci est possible grâce aux transformations canoniques. 


Voyons cela sur un exemple : prenons le cas de l’oscillateur harmonique et choi- 
sissons par exemple la nouvelle impulsion P proportionnelle au hamiltonien H : 


P(q,p)=AH = Hop? +?) 


Calculer l’ancienne coordonnée q en fonction de l’ancienne impulsion p et de la 
nouvelle impulsion P. Quelle fonction génératrice s'impose d'elle-même ? Calculer 
celle-ci (on ne cherchera pas à calculer la primitive). 

En déduire la nouvelle coordonnée ©, d’abord en fonction des variables (P,p) puis 
en fonction des anciennes coordonnées (4,p). 

Ajuster le coefficient À pour qu'une période du mouvement corresponde à une 
rotation d’un tour sur la trajectoire. Calculer la variable action correspondante. 


Vous pouvez reprendre la démarche pour n'importe quel hamiltonien, par exemple 
celui correspondant à la chute libre. 


6.12. INVARIANCE DU CROCHET DE POISSON 
DANS UNE TRANSFORMATION CANONIQUE [SOLUTION P. 292] M 
Un calcul qu'il faut avoir fait une fois dans sa vie. 


Soient (g,p) des variables conjuguées pour un problème à un degré de liberté et 
F(q,p), G(q,p) deux fonctions de l'espace de phase. Effectuons une transforma- 
tion de contact Q(q,p), P(q,p) dont la transformation inverse est notée q(Q,P), 


p(@, P).Exprimer en variables (q,p) la quantité (00F)(0»G) avec F(4(Q,P),p(Q,P)), 
G(q(Q,P),p(Q, P)), ainsi que l'expression analogue en permutant F et G. Montrer 


la relation : 
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{F,Gkon [001 Pr Q,P))-(29p(Q,P))(0r4(Q. PIE, GX, 


En déduire l’invariance du crochet de Poisson dans une transformation canonique. 


6.13. VÉRIFICATION DE LA CANONICITÉ D'UNE TRANSFORMATION 
DE CONTACT [SOLUTION P. 293] = 


Généralisation du problème précédent pour un système à n degrés de liberté. 


Pour un système à un degré de liberté, la vérification de la canonicité est simple : 
l'aire dans l'espace de phase est conservée. 


Dans le cas à # dimensions, généraliser la méthode pour trouver les conditions 
nécessaires et suffisantes suivantes : 


s 2Q; 90; 00; er 
K | 04x px Pr dk 


on on 


2Q; 9P; 20; dP; 
2 aq 8e — pe due] 
k | 29k OPk Pr 04k 


quel que soit le couple (5, j). 


Utilisant les crochets de Poisson pour les variables (q,p), ces conditions s’écrivent 
plus simplement : 


{0:,0;}-0 ; {P,P;}=0 ; {o;,P}=5;, 


Autrement dit, la réponse est qu'il est nécessaire et suffisant que tous les crochets de 
Poisson élémentaires soient invariants dans une transformation canonique. 

En fait, ce résultat est vrai aussi pour des transformations qui dépendent du temps. La 
différence entreles deux traitements réside dans l'expression du nouvel hamiltonien. 


Lorsque la transformation est canonique, montrer l’invariance des crochets de 
Poisson pour n'importe quelles fonctions F et G de l’espace de phase : 


1F,Gfo,p) = EG 


6.14. LA CHUTE LIBRE À UNE DIMENSION [SOLUTION P. 294] su 
Une façon compliquée, mais instructive, d'obtenir les équations du mouvement d'un pro- 
blème simple. 

Soit une particule de masse # soumise à un champ de pesanteur vertical constant ç. 
Elle est repérée par son altitude 4 au-dessus du sol. Le hamiltonien du système s'écrit 


H(q,p)= D / (2m) + mgq. Nous désirons trouver une transformation canonique qui 
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donne une coordonnée cyclique. Pour cela, il est utile de définir la nouvelle impul- 
sion par P = AH. 


Par toute méthode qui vous semble adaptée, montrer qu'une variable conjuguée 
peut être prise sous la forme Q = up. 

Déterminer les constantes inconnues qui rendent la transformation canonique. 
Résoudre les équations et retrouver les équations classiques dans les variables 
originales. 


6.15. TOUJOURS LA CHUTE LIBRE À UNE DIMENSION [SOLUTION P. 295] MM 
Variables angles-actions pour la chute libre grâce à une fonction génératrice. 

Revenons sur le problème de la balle de masse #1, soumise au champ de pesanteur 
constant ç et rebondissant sur le sol (se reporter au problème 6.3), grâce à l'utilisa- 
tion d'une fonction génératrice. Cherchons une transformation canonique qui donne 
une coordonnée cyclique. Alors le hamiltonien original H(q,p)= p° / (2m)+mgq ne 
doit plus s'exprimer qu'en terme de la nouvelle impulsion P. On notera H(P) ce 
nouvel hamiltonien ; c’est une fonction arbitraire que l’on peut identifier à P par 
simplicité. 

Donner Q(f). Retrouver la loi du mouvement dans les coordonnées originales. Il 
sera utile de passer par l'intermédiaire de la quatrième fonction génératrice G4(P,p) 
pour obtenir g(f) et p(#). 

Calculer l'action en fonction de l'énergie. 

Déterminer la pulsation et en déduire la variable angle correspondante. Vérifier vos 
résultats sur ceux du problème 6.3 (p. 261). 


6.16. DILATATION D'ÉCHELLE EN FONCTION DU TEMPS 
[SOLUTION P. 296] CEE] 


Mouvement dans un potentiel dépendant du temps d'une façon bien spéciale. 

Considérons une particule, de masse m, évoluant sur une droite OX, emprisonnée 
dans un potentiel dont la portée change avec le temps selon la loi V(x//(#)}. On 
notera l(t)= dl / dt, l’(t}=d?1 / dt. 


Ecrire le lagrangien en utilisant comme coordonnée généralisée g(x,f)= x /1() 
(même pour une particule sans vitesse et soumise à aucune force, sa coordonnée 
change au cours du temps). 

En déduire la fonction de Hamilton. 

On effectue la transformation canonique dépendant du temps basée sur la fonction 
génératrice : 


G2(P,9,0)= Pg+dmq (Pl (E) 


Donner le nouvel hamiltonien. 
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Ce résultat est très important. Il montre en effet qu’on peut absorber un change- 
ment d'échelle linéaire dans le temps /” =0, sans grand changement hormis qu’il 
faut revenir aux anciennes variables. Dans le cas général, cela revient à ajouter un 
potentiel harmonique (répulsif ou attractif) au potentiel original. 


On remarque que le terme cinétique dépend du temps par l'intermédiaire de 1 
Nous avons signalé qu'un nouveau système, dont le hamiltonien est fonction d’un 
hamiltonien d’un ancien système, a les mêmes trajectoires que celles de l’ancien 
système mais parcourues avec une autre loi horaire (voir problème 4.9, p. 162). 
Quelle est la nouvelle loi horaire t(f) et le nouvel hamiltonien K(Q, P,t) ? 


6.17. DE L'OSCILLATEUR HARMONIQUE AU PROBLÈME COULOMBIEN 
[SOLUTION P. 297] CE] 


Les deux problèmes les plus classiques sont reliés par une transformation canonique. 


Dans un plan, une particule de masse "”1 est repérée par ses coordonnées polaires 
(p,$). Nous rappelons que le hamiltonien d’un oscillateur isotrope est donné par 


Hon(P,%,Pp:P4) = ps / (2m) + pé / (2mp°)+ 1 mo?p?. 


On rappelle aussi que, la coordonnée & étant cyclique, le moment angulaire p, est 
une constante du mouvement. 


On fait la transformation ponctuelle Q = p?/1; la longueur ! est arbitraire mais 
constante, et son rôle est de donner à la quantité Q la dimension d’une longueur, 
comme p. 


Quelle doit être l'expression de la nouvelle impulsion P pour que la transformation 
soit canonique ? Une transformation ponctuelle est forcément canonique, à condition 
de prendre comme impulsion l'expression P = JL. Vérifier cette propriété dans 


notre cas particulier. 

Donner le nouvel hamiltonien K(Q,6,P,p4). 

Le système étant autonome, la valeur du hamiltonien est E,y. 

L'expression obtenue pour ce hamiltonien ressemble à celle du hamiltonien 
H,(Q,u, P,p4) rencontré dans le problème de Kepler avec un potentiel attractif 
V(p)=-K /p. Quelles sont les identifications à faire pour les quantités K, l’éner- 
gie E,, le moment angulaire p,, dans le but de passer de H5,n à H, ? 

On peut pousser encore l’analogie en cherchant le lien entre les angles polaires 6 et 
@. En comparant les valeurs de dp / dÿ dans le cas de l’oscillateur harmonique et 
de dQ / da dans le cas coulombien, montrer que l’on a & = 26. Cette valeur ne doit 
pas surprendre car, entre deux périhélies, l'angle polaire varie de 7 dans le cas 
de l’oscillateur harmonique, et l’angle polaire & varie de 27 dans le cas du pro- 
blème de Kepler (cette propriété a été aussi souligné dans le problème 6.7). 


Nous allons profiter de ces analogies pour obtenir les caractéristiques de la trajec- 
toire pour l’oscillateur harmonique isotrope, en supposant connu le mouvement 
du système keplerien. 
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Nous rappelons que la trajectoire du problème de Kepler est une ellipse dont le cen- 
tre de force est un foyer, et dont l'équation polaireest Q = p/[1+ecosa], où le para- 


mètre p est donné par p = pi /(mK) et l’excentricité e par e = V1 + (2E,p) /(mK?). 


Montrer que la trajectoire pour l’oscillateur harmonique est une ellipse dont le centre 
est situé au centre de force. Donner les valeurs du demi-grand axe 4 et du demi- 
petit axe b. 

Vérifier que la valeur de la fonction de Hamilton Ho (P,%,Pp; Po) en la calculant 
par exemple au périhélie, vaut précisément E, y. 

Un intérêt de cette approche est le calcul de l’action radiale : la transformation étant 
canonique, le résultat est le même si on fait les bonnes substitutions. 

L'action radiale pour le problème de Kepler a été obtenue dans le problème 6.5 


(p.263) : 1,(Ee,Pa)= 1{k2m/ E,| = Pa): A l’aide des substitutions dérivées 
à la question 3, déduire l’action radiale pour l'oscillateur harmonique. Effectuer 


la quantification EBK (voir 6.3) dans le cas de l’oscillateur harmonique à deux 
dimensions. 


6.18. GÉNÉRATEURS DES TRANSFORMATIONS FONDAMENTALES 
[SOLUTION P. 300] En 


Etude des générateurs des transformations les plus classiques et de leur flot. 


> À - Les translations 
Considérons un vecteur % =(41,42,43), constant, dans l'espace à trois dimensions. 


Calculer la variation d'une fonction F(F,p) de l'espace de phase sous l'effet de cette 
translation. On prendra garde que celle-ci n'affecte que les coordonnées et non les 
impulsions, qui sont proportionnelles à la vitesse. 

Regardons une translation de 4 le long de l'axe Ox;. En utilisant la formule (6.6), 
donner le paramètre de flot et le générateur T,. de la translation. 

Montrer que les générateurs de translation le long d'axes différents commutent, 


c'est-à-dire Le 1 | 2 


> B - Les rotations à trois dimensions 

Nous traitons le cas d’une particule dans un espace à trois dimensions (espace de 
phase à six dimensions). Dans cet espace de phase, nous considérons la fonction 
L, = XPy — YPxr. 

Calculer la variation d’une fonction F(f,p) pour une rotation du point autour de 
l'axe Oz d’un angle infinitésimal dé. 

Tracer dans l'espace ordinaire le flot de L, et déterminer le paramètre du flot. 

En définissant L, et L,, à partir de L; par permutation circulaire, montrer la pro- 


priété suivante : (EE) = L,. On en déduit que les rotations d’axes non parallèles 


ne commutent pas. 
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> C-Transformation de Galilée à une dimension 


La transformation de Galilée relie les coordonnées d'un même point, vu dans deux 
référentiels R et R’ en translation uniforme à la vitesse v ; autrement dit g =q-vt. 
On peut voir cette opération comme l'augmentation de v de la vitesse, ce que l'on 


appelle un “boost”8. 


On considère une particule de masse m se déplaçant sur une droite. 


1 Calculer la variation d'une fonction de l'espace de phase F(q,p), pour une petite 
vitesse v du déplacement relatif des deux référentiels. 

2 Calculer, à l'aide de la formule (6.6), le générateur de la transformation de Galilée 
G(q,p,t), en remarquant que le paramètre du flot est la vitesse v. 


> D - Transformation de Lorentz à une dimension 


Dans le cadre de la relativité, le temps perd son caractère universel et n'est plus 
privilégié par rapport à l'espace ; ainsi il est pratique de le prendre multiplié par c 
(vitesse de la lumière dans le vide) comme une coordonnée. La variable conjuguée 
est l'opposée de l'énergie divisée par c. La dimension de l'espace de phase est 
augmentée de 2 et un point de l'espace de phase est défini par : (41,42,P1,P2) = 
(g,ct,p,-E / c). 


La transformation de Lorentz peut être vue comme le passage entre les coordonnées 
d'un point entre deux référentiels qui se déplacent l'un par rapport à l'autre à la 
vitesse relative v. Si vous avez oublié la forme d'une transformation de Lorentz, 
retrouvez-la dans un livre traitant de la relativité restreinte. 


1 Montrer que, pour une vitesse infinitésimale $ = dv / c, le changement de variable 
est donné par : 
Rose AP PC PEN 
ct'=ct-fBqg E’/c=E/c-fp 

2 Calculer la variation d'une fonction définie sur l'espace de phase, lors d'une trans- 
formation de Lorentz. 


3 Calculer, à l'aide de la formule (6.6), le générateur de la transformation de Lorentz 
U(q,t,p,Ë), en remarquant que le paramètre du flot est la vitesse v. 


8 Considérer un même système dans des référentiels distincts est appelé le point de vue 
“passif”. Considérer, dans le même référentiel, l'action sur le système comme un déplace- 
ment ou une augmentation de vitesse est appelé le point de vue “actif”. 
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Problèmes : solutions 


6.1. PÉRIODE POUR UN MOUVEMENT À UNE DIMENSION [ÉNONCÉ P. 261] 


. q 
Rappelons la définition de l'action réduite S(4,q,E)= JP(E,G)d3, où q désigne 
q 
la coordonnée généralisée le long de la trajectoire. Puisque le mouvement à une 
dimension est périodique, au bout d'une période T, le système a repris la même 
coordonnée. Faisons donc q=q; dans l'expression précédente $(q,41,E)= 
PE, 5) dÿ. Mais cette intégrale est précisément 2x fois la variable action I(E). 


Ainsi $(q,q,E)=2nI(E). D'autre part, le temps de parcours sur la trajectoire 
est donné par (voir 5.7) ft = dr$(q,q,E). Si on choisit le point d'arrivée égal 
au point de départ après une période, ce temps est juste la période ; donc T = 
dS(q ,h,E) =2r(0FI(E)). Enfin la pulsation & est liée à la période par ©=2r/T 
soit © =1/(0FI(E)) = 0,E : 


dé. 1 
DE TS GT dE) 


Dans les variables angles-actions, la pulsation est donnée par © = 4E(1) / dl et la 
période du mouvement par T =2n/@ = 27 /(4E(1) / dl), qui est bien identique à 
2ndi(E) / dE. 


6.2. PARTICULE À UNE DIMENSION DANS UNE BOÎTE [ÉNONCÉ P. 261] 


1 
2 
déduit l'impulsion p= mg et le hamiltonien H = pj-L= p?/(2m)+V. Avec le 


L'énergie cinétique de la particule est T = mg? , et le lagrangien L=T-V.Onen 


potentiel proposé : 


2 À 
H(p}=£+ (4) 


Le portrait de phase est donné par la courbe p? /(2m)+(q/ a)” = E. Il est représenté 
sur la figure 6.4 pour plusieurs valeurs de l'énergie et pour la valeur À = 10. 


La variable action est définie par I(E)=1 / (2m)f p(q,Ë)dq, soit, en tenant compte 
aE\/ À 


des symétries et avec le potentiel proposé : I(E)=4/(27) Î (2m [E —(q/ a) dq. 
0 


Faisons, dans l'intégrale, le changement de variable x = g/(aE"À) pour réécrire 
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_- À 
I(E)=(2/7)V2mE aE XJR), avec l'expression de l'intégrale J(A)= [V1-x" dx. 


0 
Faisons tendre notre potentiel vers un puits carré, autrement dit prenons la limite 
À — «., Nous obtenons El/} 1 et JA) — 1. Nous restons avec l'expression de 
l'action : 
2a\2mE 
I(E)= 2aV2mE 
K 
P À 
—— 
À = 10 | 
De 
| q 
Figure 6.4 ls 
E=0,2 
Portrait de phase du puits carré E-0,35 
adouci” par un potentiel puissance none 
avec un paramètre À =10, pour F=08 
cinq valeurs différentes de l'énergie. LE = 09 


Pour une énergie E donnée, puisque dans le puits la particule est libre, sa vitesse 
est donnée par v = p/m=V\2E / m. Pendant une demie période T /2, elle parcourt 
la distance de 24. On en déduit T = 4a/v et la pulsation w=2r/T = nv/(24a)= 
(x /a)V\E/(2m). Nous aurions pu obtenir cette même expression par la relation 
générale © =1/(dI / dE). 


La variable angle évolue linéairement dans le temps à = @t. Mais il faut l'exprimer 
en fonction de la coordonnée gq et de l'énergie E, ce qui ne pose aucun problème 
puisque {= q/v et donc & = (nv /2a)(q / v) = nq / (24). 


TK 
a(q,E)=574 


La quantification EBK, qui donne l'énergie en fonction d'un nombre quantique n, 
s'obtient tout simplement en remplaçant dans l'expression E(1), l'action par la valeur 
[= nh. A partir du résultat de la première question, on tire E = n°1? /(8ma?) soit, 
en faisant le remplacement suscité, la valeur pour l'énergie : 
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rh? ; 
Ex = 511 
8ma 


Cette valeur semi-classique s'identifie complètement à la valeur quantique corres- 
pondante. 


6.3. BALLE REBONDISSANT SUR LE SOL [ÉNONCÉ P. 261] 


Le hamiltonien du système est H(q,p)= p? / Q2m)+mgq ; c'est une constante du 
mouvement qui vaut E. La balle est lâchée d'une hauteur } sans vitesse. Pour q= 4, 
nous avons p=mv=0. Nous avons donc le lien h=E / mg. Le portrait de phase 


est la courbe donnée par p° / (2m)+mgq=E, autrement dit : 


p(q,E) = + 2m{E = mg) 


De qg=h, p=0, la particule commence par tomber (p<0 avec nos conventions 
d'axes) ; le portrait de phase est l'arc de parabole précédent affecté du signe — 
(phase 1 du mouvement). Au sol 49=0, p= —V2mE ; la particule rebondit c'est-à- 
dire change instantanément le signe de la vitesse q9=0, p= V2mE (phase 2) puis 
la particule monte en suivant le portrait de phase affecté du signe +, qui est un arc 
de parabole symétrique du précédent (phase 3). Arrivée au point g=h, p=0, elle 
a accompli un cycle et elle recommence son mouvement périodique. Nous avons 
représenté Le portrait de phase sur la figure 6.5 : 


P Figure 6.5 


D Portrait de phase 


de la balle rebondissant 

sur le sol, pour trois valeurs 

(2) 2. de l'énergie. Le rebond 

9 correspond à la partie verticale 
et représente une inversion 
(1) instantanée de la vitesse. 
Les trois phases du mouvement (1), 

(2), (3) sont décrites dans le texte. 


La variable action est définie par I(E)=1/(2r)fp(q,E)da, qui, compte tenu de la 
symétrie entre le voyage aller et le voyage retour s'écrit aussi bien 1(E)=(1/x) 
ho | 

fV2m(E — mgq) dq. Cette intégrale élémentaire se calcule plus facilement grâce au 
0 

changement de variable x = (#1 / E)q. Le résultat est : 
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@- 2 /2r" 
37e \ Mn 


Le temps de chute \2h/g correspond à une demie période donc T=2/2h/g ;la 
pulsation est donnée par w=2n/T = r\g/(2h), soit © = rg4m"M/(2E). On peut 
obtenir cette quantité également par la formule générale © = dE / dI. La variable 
angle est linéaire en temps & = @f, mais il faut remplacer le temps par l'énergie, ce 
qui s'obtient aisément par la loi horaire q = let? +h qui fournit = 26 —Q)/ g. 


Tout calcul fait, en remplaçant @ et h par leur valeur en fonction de l'énergie, la 


variable angle prend la forme : 
o(q,E)= m1 TE q 


Ecrire l'énergie en fonction de l'action revient simplement à inverser la relation action 
fonction de l'énergie, obtenue un peu plus haut. Cela se fait sans problème pour 
donner l'équation cherchée : 


_. pafé(n)" 


Pour quantifier cette valeur de façon semi-classique par la règle EBK, on remplace 
simplement dans l'expression précédente l'action par un multiple de l'action élé- 
mentaire 1 = nh. Nous obtenons ainsi la formule semi-classique suivante : 


2/3 
37çh 
be thVel| PTE 
n = (m) en 


Elle s'identifie complètement à la formule quantique si on fait le remplacement 
n—n-1/4. 


6.4. PARTICULE DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE CONSTANT 
T[ÉNONCÉ P. 262] 


Le champ magnétique est constant et dirigé le long de Oz. Nous avons vu à plu- 
sieurs reprises qu'on peut choisir le potentiel vecteur sous la forme À(-yB,0,0). Le 
lagrangien du système s'écrit dans ce cas L= Ln(i? + ÿ? +22)- geBXy. On déduit 
les impulsions p, = d;L=mx-—q,By, p, = d,L= my, p.=0;L=m2.Comme d,L=0, 
on à p, = Cte que l'on peut toujours choisir nulle (il suffit de changer de référentiel 
d'inertie) ; puis on déduit z = Cte que l'on peut choisir nul aussi (translation des 


UN 
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axes). Cela veut dire que le mouvement se déroule dans le plan z = 0 et le problème 
se résume à un problème à deux dimensions. Le hamiltonien est la transformée de 
Legendre du lagrangien H = xp; +ÿp, -L, qui, exprimé à l'aide des coordonnées 


et des impulsions, s'écrit finalement : 


2 
(Px+0By) , Pu 
2 


H(X,y,PxrPy)= mm 2m 


Le hamiltonien est indépendant du temps et c'est une intégrale première. D'autre 
part le hamiltonien ne dépend pas de x, et p, est aussi une intégrale première. Ces 
deux intégrales premières sont indépendantes et en involution (cas n =2). 


Le système possède deux degrés de liberté et deux intégrales premières en involu- 
tion ; il est intégrable. La fonction action est donnée par S(x,y,t)=-Et+S(x,y,E), 
où l'action réduite vérifie l'équation caractéristique E = H(x,y,0:8,0ÿ5), soit E = 
(2,5 + qB1) / (2m) + b,5) /Q@n). La variable x est cyclique et on peut poser 
S{x,y,E)= Px+$,(y,E), où P est la valeur de l'intégrale première p,. L'équation 
caractéristique permet maintenant d'obtenir dS; / dy = +V2mE : (P+ a Bu). En 


résumé, nous obtenons l'action totale sous forme complète : 
S(x,y,tE,P)=-Et+ Px+ [ V2mE—(P + q,By)? dy 


Le théorème de Jacobi (5.9), appliqué à la constante énergie, donne 9FS(x, y,f;E, P) = 
Cte. En choisissant une origine des temps pour annuler cette constante, on arrive à 
l'équation horaire : 


dy 
Le —# 
V2mE-(P + q,By) 


En appliquant le même théorème à la constante impulsion, on a dpS(x,y,t;E,P) = 


LA PRE 


Ctk=xr] 
V2mE —(P + q.By)? 


dy. La primitive est élémentaire et donne, en appe- 


lant la constante x,, l'équation de la trajectoire x = +V2mE —(P+ qeBy) /(qeB)+xe. 


Par élévation au carré, on la met tout aussi bien sous la forme : 


2 
P 2mE 
(x-—x F+[rrE) = 
: qeB)  qB° 


On reconnaît l'équation d'un cercle de centre (x,,—P / (q.B)) et derayon V2mE / \7B] ; 
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Comme, sur la trajectoire,on a H=E et p, = P, l'expression obtenue à la question 1 
permet d'écrire : 2mE = (P + q,By) + PS. C'est l'expression du portrait de phase 
(y,p,), que l'on transcrit sous la forme plus explicite : 


G+P/GB) Pi 
(2mE)/(q2B?) 2mE 


Le portrait de phase est une ellipse décentrée de — P /(q,B), de grand axe (ou petit 
axe) a = V2mE / JB] et de petit axe (ou grand axe) b = V2mE. 
L'action 1, est donnée par (1/27) x (Aire de la trajectoire dans l'espace de phase). 


L'aire de l'ellipse vaut mb, et, avec les données des axes obtenues précédemment, 
on parvient à l'expression de la variable action : 


LME 
: \eB| 


L'énergie ne dépend que de l'action 1, par la formule E = aeBl1, / m. La règle de 


quantification EBK consiste à remplacer l'action par un multiple entier de l'action 
élémentaire 1 y = nh. On trouve ainsi les niveaux quantifiés de Landau : 


_ "hl@eB| 
mn 


Ex 


Rappelons que la trajectoire est un cercle de rayon R = V2mE / \JeB|. Le flux magné- 
tique intercepté par la trajectoire vaut donc = rR?B = 2nmE / (q2B) qui donne 
E= q2B® / (2rm). En remplaçant l'énergie par cette valeur dans l'expression de 


l'action, il vient finalement : 


_ le? 
7 2x 


On doit ajouter à l'énergie cinétique, déjà obtenue en 1, l'énergie potentielle électrique. 
Le hamiltonien devient : 


2 
(Px+9eBy) | Pi 
2m 2m 


HG, y,px,Py)= +4qeEy 


Comme précédemment, le système est autonome et l'énergie H =E est une inté- 
grale première. De plus, x est une coordonnée cyclique et donc p, est la deuxième 
intégrale première. Elles sont indépendantes et en involution (cas # = 2). Le système 
est intégrable. 


10 


11 


12 
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Par un raisonnement calqué sur le cas précédent (x étant encore cyclique, le pro- 
blème reste séparable), l'expression de la fonction action est : 


Les équations du mouvement sont obtenues par le théorème de Jacobi : 


dS(x,y,f:E,P)=Cte=-t+ [— LAS dy 
V2m(E-qEy)-(P+ aBy) 
P B 
dpS(x,y,f;E,P)=Cte=xT| ( Ÿde y) dy 


\ 2m(E —q,Ev)-(P +q,By) 


On peut prendre nulles les constantes sans perte de généralité. Combinons les deux 
équations pour former : 


(P+q,By)-mo 


x—vt=+t — dy 


\2m(E —q,Ev)-(P+ aBy) 


Choisissons à présent v = —-E /B ; l'intégration est immédiate et donne la trajectoire : 


2 2 2mE* 
G-vt-x) +=) == 
qeB 
: Hoi P- nv 1.2 
où x. est une constante d'intégration, y, =-——— et E*=E + mv" -%P.On peut 
| qeB 


vérifier que E=E*+ 3 mo? + geEy. et interpréter E* comme l'énergie cinétique de 
la particule dans un référentiel qui dérive dans la direction perpendiculaire aux 


champs électrique et magnétique avec la vitesse v =-E / B. Dans ce référentiel, la 
*# 


: : 2mE 7 : 1 : 
trajectoire est le cercle cyclotron de rayon —;—;- et dans le référentiel original il est 
z 


représenté par la courbe d'équation précédente. 


2 2 
Py + (P +qBy) 
mi 2n1 


Le portrait de phase est donné par la courbe +4Ey=E, que l'on 


peut réécrire de façon plus sympathique : 


2 2 
(=) , Po 
(2mE*)/(q?B?) 2mE* 


Le portrait de phase est encore une ellipse, décentrée de y,, de grand axe (ou petit 


axe) a = V2mE* / PA et de petit axe (ou grand axe) b= V2mE *. La variable action 
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a la même expression qu'en l'absence de champ électrique 1, = ab / (2r), qui est le 
flux magnétique à travers le cercle qui dérive multiplié par q, / (2n). 

Tout cela n'est pas surprenant. On sait de l'électromagnétisme qu'un observateur se 
déplaçant dans un champ magnétique voit un champ électrique perpendiculaire à 
sa vitesse et au champ magnétique ; ainsi on peut annuler le champ électrique en 
se plaçant dans le référentiel qui dérive perpendiculairement à ce champ. Dans ce 
référentiel, on retrouve la situation bien connue du seul mouvement cyclotron. 


6.5. ACTIONS POUR LE PROBLÈME DE KEPLER [ÉNONCÉ P. 263] 
En coordonnées polaires, le lagrangien est L(p,6,p,d) = 3 mp? + po) +K/petle 
hamiltonien est donné par H(p,6,p,,P6)= Pé / (2m) + ré / (2mp?)-K /p. 


C'est un hamiltonien autonome ; on a donc une première intégrale première qui est 
l'énergie H =E. D'autre part, ® est une coordonnée cyclique et il existe une seconde 


intégrale première : le moment angulaire p4 = 6. Les variables actions sont définies 


par 27; = $p.da = f(r dp+p dé). Sur le tore, on peut choisir un contour avec 
Ti Ti 
p = Cte. L'action correspondante est 1, =1/ (27)p4 db =6. 


l$ = 


D'autre part, l'impulsion radiale s'obtient de la fonction énergie : 


K ©) 
= + Om E+—-— |. 
4 \ | p + 


On prend le cas d'un mouvement borné elliptique ; les points tournants sont le péri- 
hélie p,, et l'aphélie p, ; ils annulent l'impulsion radiale et l'énergie est négative 
E =-[E|. La variable action radiale 1, est définie, compte tenu des symétries, par 


Pi 


Cette intégrale serait plus facile à calculer si la racine carrée apparaissait au 
dénominateur. On peut la rendre de cette forme, en la dérivant par rapport à 


dl, \2m 


1 
l'énergie, ce qui donne d'ailleurs l'inverse de la pulsation. Ainsi = = 
@ dE  2rE| 


i pdp 


on VP—Pm)P M —P) 
et la demi différence entre les rayons extrêmes 8 =(py; -p,,)/2. Faisons à 


. Introduisons le rayon moyen p=(p, +pm)/2=K/(2[E) 
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présent le changement de variables p=p+ôcos6. L'intégrale s'écrit UE. 
27 [El 
F(p+6cos6)6sin0d8 | 
J RDS ?) = \2mK / QEŸ”/?). Pour résumer : 
. ôsin 0 
dl, Vmk 


L'expression précédente est la dérivée de V2mK / (2E|/? 


}+ Cie = I, . La détermina- 
tion de la constante se fait en considérant l'orbite circulaire. L'équation de Hamilton 
donne le rayon de l'orbite circulaire p; = 6° / (m1K), ce qui, inséré dans le hamilto- 
nien, donne l'énergie E. = =mK? / (262). D'autre part, pour l'orbite circulaire p, =0 
donc 1,=0. On en déduit Cte=-\2mK / (2[E, |"? 


finalement l'action radiale comme : l, = L i—— —26 


)=-6, ce qui permet d'écrire 


. On en tire l'expression de 


l'énergie en fonction des actions : 


La méthode de quantification EBK consiste à remplacer chaque action par un mul- 
tiple de l'action élémentaire #. Ainsi on pose 1, =n,h, 1, =1h et on obtient une 
formule semi-classique de l'énergie, qui correspond à l'expression de Rydberg : 


pe mK? . oœ?mc? 
ne 2 2 on? 
2ñ (n, +1) n 


Cette formule s'identifie à la formule quantique exacte. 


Notons que les deux nombres quantiques 7, et } n'interviennent que par l'inter- 
médiaire de leur somme, le nombre quantique principal # = n, +1. Cette propriété 
remarquable du potentiel coulombien conduit à des dégénérescences de niveaux. 


6.6. L'ATOME DE SOMMERFELD [ÉNONCÉ P. 263] 


L'expression de la vitesse en coordonnées polaires est 0? = p? + p?0°. Comme on 


l'a vu dans le chapitre 2, le lagrangien relativiste libre est simplement Lo(f,r)= 


mc? \1 -#? /c?. En lui retranchant le potentiel coulombien V(p) =-K/p, nous 
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obtenons le lagrangien total du système : L(p,4,p,0) = mc? ./1 -(ÿ? + pé?)/c? +K/p. 


Le hamiltonien s'en déduit par transformée de Legendre et s'exprime comme : 
Pé 
H(P,%, Po Po) =C 5 mer m?c? sa 


Le système est autonome ; le hamiltonien est une intégrale première dont la 
valeur est l'énergie E. La coordonnée $ est cyclique et l'impulsion p4 = dL = 


mc?p? / f - (6? + po) / c? est aussi une intégrale première. Comme c'est souvent 


le cas, elle s'identifie au moment angulaire, noté habituellement 6. De plus, elle 
vaut également la variable action angulaire 14 = f Po d / (2x). En résumé : 


Po = lo = © 


Le système, à deux degrés de liberté, possède deux intégrales premières indépen- 
dantes en involution : il est intégrable. 


À partir de l'expression du hamiltonien, nous déduisons facilement l'impulsion 
radiale : 


Ph(E,6)= +V(E+K/p} 1 ec? = m?c? -6? / p? 


L'action radiale est donnée par son expression habituelle 1, = #Po dp / (2n). Compte 
tenu de la symétrie de la trajectoire, et en introduisant le périhélie p,, et l'aphélie puy, 
la valeur explicite de cette action s'obtient aisément : 


14 22 22 27, 2 
I,(E,6)=— J VE+K/p) Je mc -06° /p" dp 
T 
Pin 


Le périhélie et l'aphélie sont les deux racines de l'équation (m? c ip —2EKp 


+062c? -K? =0. N'oublions pas que, pour un état lié: O<E < mc?. 


Comme dans le problème 6.5, il est plus astucieux, pour calculer cette intégrale, de 
passer par sa dérivée par rapport à l'énergie, qui vaut : 


PM 
PA ES - J'E+K/p}/VE+K/p} /c2-m°2e2 6? 7 p? dp 
nc? 
Pr 


O1 


a 
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1 de Ep+K 


neVmèctE2 © N(Om-PXP-Pm) 


qui peut s'écrire de façon plus sympathique 
Pr 
Le changement de variable proposé p=(p,, +pm)/2=EK7/ (m2cŸ-E?), 5= 
PM - 
1 EL Ep +K 
(PM —-Pm)/2 nous ramène à : SAT (E(P + ôcos6) + K)d8= pe -= 
ne Vm?c* -E? Pyn CY m2c4 - E? 


ee 


(m2 c4 = E2)3/2" 


Finalement : 


m?c?K 


dlh(E,6)= (mes E2y72 


Pour trouver l'action, il suffit de calculer la primitive par rapport à l'énergie de la 


KE : 
quantité précédente : 1,(E,6) = dues +Cte. Pour l'orbite circulaire Pp = —0,H 
—E 


2 
=0 donne un rayon p; = _—. fi - = ma / oc)? plus petit que le rayon non relativiste. 
m 


Inséré dans le hamiltonien, il donne l'énergie de cette orbite E,. = mc? V 1-(K/ oc)? 4 
En tenant compte du fait que, pour l'orbite circulaire 1, =0, nous pouvons déter- 


Lis Er. 
miner la constante intervenant dans la primitive : Cite = —\} 6° (K/ c}? . Nous en 
déduisons l'expression exacte de l'action en fonction des deux intégrales premières, 
puis, par inversion, l'énergie en fonction des actions : 


2 


La quantification EBK permet de poser 1, =6=1h (l entier21) et 1,=n,h (n, 
entier > 0). En introduisant ces valeurs et la constante de structure fine & = K /(ñc) 
dans l'expression de l'énergie précédente, on est conduit à la valeur semi-classique 
de l'énergie de l'atome de Sommerfeld : 


E(n,,D = 
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En se limitant au deuxième ordre en &?, V/2-a? =1-a? /(21- a /(8F), puis 


— 20 
a+ V2 -02=n-a?/(23-44/(8/), puis cl, +2 -o2 | = (02 mn?) +02 /(n)] 


_2\-1/2 
et enfin [traëfnse VF =] | =1-02/(2n?)-a*(n/1-3/4)/(2n*). Cette 


égalité permet de trouver le développement limité de E, puis de l'énergie de liaison 
de l'atome B=E-mc?. Dans l'expression finale, il convient d'introduire le Rydberg 
R.. = mco? / (2h). Un calcul élémentaire conduit à la réponse finale : 


hcR œ{n 3 
B= | ee 
n? | +E( :) 


Le premier terme du développement limité correspond à la valeur classique due 
à N. BOHR. La correction en &? est d'origine relativiste et contribue à ce que l'on 
nomme la structure fine des niveaux atomiques. 


6.7. ÉNERGIE EN FONCTION DES ACTIONS [ÉNONCÉ P. 265] 

Pour un système à deux dimensions soumis à une force centrale, le mouvement est 

plan et on peut choisir les coordonnées polaires p,® comme coordonnées générali- 
; : : free 2 2 ' 

sées. Le hamiltonien s'écrit H(P,6,Ph;Po) = PS / Qm)+ pé / (C2mp°)+V(p). C'est un 


hamiltonien autonome ; on a donc une première intégrale première qui est l'éner- 
gie HE. D'autre part, @ est une coordonnée cyclique et il existe une seconde inté- 
grale première : le moment angulaire p4 = 6. Les variables actions sont définies 


par 2nl; = $ p.dq = fr dp+P6 dé). Sur le tore, on peut choisir un contour avec 
r; r; 
p = Cte. L'action correspondante est 14 =1/ (2x)ŸP6 db =. 


14 =6 


D'autre part, DA / (2m) + 0? / (2mp?)+V(p}= E, d'où l'on tire l'impulsion radiale : 


Pp = V2m(E —V(p))- 5° / p? . La variable action radiale s'obtient en prenant 6 = Cte 


sur le tore: 1, =1/(208p, dp = 1, =1/(2m)f V2m(E-V(p))-6? /p° dp, soit 1,(E,0) 
ou Î,(E,1,). Par inversion de cette expression, on tire E(I,,14) qui est l'expression 
cherchée. On ne peut rien dire tant qu'on ne connaît pas la forme de V(p). 
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> A - Problème de Kepler 


Dans la partie (6,p4) de l'espace de phase, le portrait de phase est très simple, c'est 
la droite p4 = 6. Dans la partie (p,p,) le portrait de phase est donnée par p,(p) = 


+ 2m (E — K /p)- o? /p°?. Cette impulsion s'annule aux deux points tournants, le 
périhélie pin, et l'aphélie px. Ces remarques sont illustrées sur la figure 6.6. 


La trajectoire de Kepler est une ellipse. Supposons qu'au temps {=0, on ait b=0 
et P=Pimin ; au bout d'une demi-période f=T/2,0on a b=7 et p=Pax. Enfin au 
bout d'une période {= T, le système retourne au même point de l'espace de phase 
ÿ=2R=0 et P= Prin. 

Si on note &; la variable angle associée à l'action 1;, on sait que l'on a &; =œ;t 
(attention &4 #6, car l'angle polaire ne tourne pas à vitesse angulaire constante). 
Au bout d'une période, on revient au même point de l'espace de phase et donc 
GD(T) =2n et &4(T)=27. On en tire l'égalité des pulsations angulaire et radiale : 


Sp = 


Les équations de Hamilton en variables angles-actions fournissent les relations 
5 = OO) = 5 Het dj == 06H. L'égalité des pulsations démontrée à la question 


2 entraîne 0 Le = 04H. La fonction de Hamilton s'exprime uniquement 
à l'aide des actions, puisque le système est intégrable : H(1,,6). En introduisant les 
nouvelles variables indépendantes u=1,+6, v=1,-0, l'égalité des dérivées par- 
tielles précédentes implique 9,,H =0, donc que H{u) est une fonction de 4 seul. 


Hi:16)= HO +16) 


> B- Problème harmonique 


Nous avons affaire à présent au potentiel V(p) = 1 Lkp° = Lo 2p2. Nous savons que 


la trajectoire est une ellipse dont le centre est justement le centre de force. Le portrait 
de phase est représenté sur la figure 6.6. Supposons encore qu'au temps f=0, on a 
b=0 et p=p;i ; au bout d'une demi-période {=T 7/2, on a 6=7T, mais encore 
P = Pmin (P=Pmax est atteint au bout d'un quart de période). Enfin, au bout d'une 
période {=T, le système retourne au même point de l'espace de phase 6=27=0 
et P=Pmin- En terme des variables angles, nous avons &Ç(T)=27 (au bout d'une 
période la coordonnée angulaire a repris la même valeur), mais a, (T/2)=27 


(au bout d'une demi-période la coordonnée radiale a repris la même valeur), soit 
Ch (T)= 47. Nous avons la relation suivante sur les pulsations : 


www.Ebook777.com 
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D, = 204 


Les équations de Hamilton fournissent dans ce cas les relations 9, H =20,H. En 
introduisant les nouvelles variables indépendantes u=21,+6, v=21,-06, l'éga- 
lité des dérivées partielles précédentes implique 9,H =0, donc que H(u) est une 
fonction de 4 seul. 


H(l:l4)= HO, +14) 


> C- Quantification semi-classique 


Il faut trouver la dépendance en # de H{u) dans les deux cas. Pour cela on choisit 
une orbite circulaire p=Cte=R, Pp = 0 = 1, u = 6. On a d'abord 6 = mR?o. 

Pour le problème de Kepler, l'équation de Newton fournit mRo? = K / R?, d'où 
1/R=mK/07.Et E=0? /(2mR?)-K/R=-mK? /(26?) (on obtient aussi facile- 
ment cette valeur par le théorème du viriel). Or pour une orbite circulaire p, =0, 
donc 1, =0 et 6 =u. Nous avons à présent la forme cherchée H(u)= _mK? / (2u?). 


Dans le cas général, nous pouvons donc écrire, grâce à la question 2 : 


mK2 


Hg, 16)=-—— > 
(K)p +) 21,41) 


Pour l'oscillateur harmonique, E = 4 / (mR?)+1mo?R?. Avec l'expression du 


moment angulaire 6 = mR?®, chacune des deux contributions à l'énergie vaut la 
même valeur 6 /2 (là encore c'est l'expression du théorème du viriel) et donc 
E=w6. Pour la même raison qu'évoquée plus haut, cela nous donne la forme 
H(u) = œu. Dans le cas général et grâce à la question 3 : 


Ho): lo) = (21, + Ie) 


La méthode de quantification EBK consiste à remplacer chaque action par un mul- 
tiple de l'action élémentaire #. Ainsi on pose L =nh, Ir =6=/h et on obtient les 
formules semi-classiques de l'énergie quantifiée : 


mK? 


E, (Kepler) = - — 
ni (Kepler) 2h? (n + D? 


: Ej(OH)=ho(2n+1) 
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Figure 6.6 - Portraits de phase pour les coordonnées angulaires (en haut) et radiales 
(au milieu). On a fait figurer également la trajectoire (en bas) et matérialisé le centre 


de force. Les notations A et P signifient respectivement “aphélie” et "périhélie”. La partie 
gauche correspond au problème de Kepler et la partie droite au problème harmonique. 


6.8. INVARIANCE DE LA CIRCULATION PAR DÉFORMATION CONTINUE 
T[ÉNONCÉ ET FIGURE P. 266] 


1 Dans l'espace de phase à quatre dimensions (XV PxPy) on considère deux inté- 
grales premières F(x,y,p,,p,)= fi et B(x,y,px,p,)= f en involution {F ,b} =0. 
Pour des valeurs fixées des constantes f. et f,, elles définissent une variété à deux 
dimensions M} =(f,f),sous-espace de l'espace de phase. Sur cette variété, on consi- 
dère un chemin F partant de 49 =(x0,Vo,Pxo Pyg) et arrivant qi =(X1,V1,Px Py )- 
On veut montrer l'indépendance de chemin pour la quantité S(40,41,f,f2) = 
JrGey, fe fax + pv ff) dy. 

r 

Juste pour simplifier les notations, on pose 1=p,, 0 =p,. Différentions l'équation 
de la surface n°i =1ou2:(0,F5)dx+(0,F)dy+(0,F)du+(0,F;)d0 = 0. Cette égalité 
est valable quels que soient les déplacements élémentaires dx, dy, du, dv € MF. En 
particulier, on peut faire dy =0 puis diviser par dx. Remarquons qu'alors du / dx 
signifie d,4, puisque nous travaillons à y =Cte. Nous parvenons ainsi à l'équa- 
tion (0,F:)(d,u)+(0,F)(9,v)+0,F =0. En faisant la même chose pour dx =0, 
on parvient à une équation analogue (0,F)04,u)+(d,F)d,v)+0,F =0. En parti- 
cularisant à chaque surface, nous obtenons finalement un jeu de quatre relations 
indépendantes : 
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(1) _(0,A X0,u)+(0,RX0:0)+0,F =0 
(2) @uA)Oy + (@2B)Oye) + d4A = 0 
(3) (0,BXd,u)+(8,P)0,7)+0,F =0 
(4) (0,B)X9,u) + (d,E)040)+ d4F =0 


Calculons (1}x(d,F)-(3)x(0,,F) =0.Un peude calculélémentaire permet d'obtenir : 


00 _(0,F)0,P)-(0,F)X0%;P) 
ox (d,A )(0,P) . (9, d4F) 


Une gymnastique analogue basée sur (2)x(9,F)-(4)x(0,F) conduit à : 


du _ @A)0,B)-(0,AX00F2) 
0y (d,F Xd,P) Fe (d,A)04P) 


Calulons à présent —-— => 2 
PU x dy @,A)0,B)-Q@,F)0uB) 
{E,B} 


(d,F)05F)-(09F)0F) 


Or les deux intégrales premières sont en involution et cela implique que le 
numérateur de l'expression précédente est nul, d'où l'on déduit : 


Py Pr Lo 
ox . dy 


Choisissons pour T un chemin fermé ; alors par le théorème de Stokes $p-dl : 


ŸPx dx+p, dy = JV Ab) dñ= Jr, —d/px)dn,. L'intégrant de la dernière inté- 
px 2 


grale est nul comme nous l'avons démontré dans la question 3 ; il en est de même 
de son flux et donc de la circulation de l'impulsion $ p'dl =0. 


Soient deux chemins 1, et I} partant du même point de la variété pour arriver 

au même point de la variété. On forme un chemin fermé en utilisant le chemin T; 

à l'aller et le chemin opposé à l, sur le retour. Comme la contribution sur ce der- 

nier chemin est l'opposée de la valeur qu'elle prend pour l'aller par M, nous avons 

l'égalité évidente $p di = fr Al = Jp -dl =0. Nous finissons donc avec la relation 
M P2 

recherchée : 


frs dx+p, dy= [p.dx+p, dy 
F : 
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6.9. BALLE REBONDISSANT SUR UN PLATEAU EN MOUVEMENT [ÉNONCÉ P. 267] 


Le hamiltonien de la balle est H(q,p)= p? /(2m)+mgq, où q désigne la coordon- 


née de la balle au-dessus du sol. La coordonnée la plus adaptée pour traiter notre 
problème est la hauteur au-dessus du plancher en mouvement Q = q-—h(t). Pre- 


nons comme nouvelle impulsion P=p-mh(t) (c'est bien cohérent du point de 
vue dimension). Calculons le jacobien de la transformation dans l'espace de phase 
JT = (07Q)0,P) —(0,P)(2,Q) = (1)(1)—(0)0) = 1. Bien que la transformation dépende 
explicitement du temps, le jacobien est l'unité. Cette transformation conserve les 
aires ; elle est canonique. 


La fonction génératrice G,(P,q,t) doit être telle que p = d4G2 et Q=dpG. La pre- 
mière équation implique d,G3 = P+ mh qui s'intègre pour donner G = q(P + hi) 
+ f(P,h. La deuxième équation donne à présent Q=q-h=q+0pf qui entraîne 
dpf =-h et donc f(P,t)=-hP. Finalement, la fonction génératrice prend la forme : 


G2(P,q,t)= a(e + mile) = PH(#) 


L'existence explicite d'une fonction génératrice prouve à nouveau la canonicité de 
la transformation. 


Le nouvel hamiltonien est donné par K(Q,P,f)= H(q(Q, P),p(@, P)) +0d,G(P,q,1. 
Un calcul simple basé sur les remarques précédentes permet d'écrire K(Q,P,h = 
P?/ (2m) + mg + h)Q + mgh + mhh + Li . L'addition au hamiltonien d'une fonction 
qui ne dépend que du temps, ne change pas les équations de Hamilton, donc la des- 
cription du système. Ainsi on peut ajouter à K, la fonction —(#gh +#hh +dmh?), 
pour obtenir un hamiltonien équivalent plus simple : 

p? 


Ex mg * h(#)Q 


K(Q, PES 


6.10. OSCILLATEUR HARMONIQUE À FRÉQUENCE VARIABLE [ÉNONCÉ P. 267] 


On considère un oscillateur harmonique dont la pulsation dépend du temps, pour 
mo(t)? q° ; 


lequel le hamiltonien est donné par H(q,p,t)= p? /(2m)+ 1 


Introduisons la fonction génératrice de type 1 : G(Q,9,0 = Emo(h)q° cotan(Q). 
Nous en déduisons les expressions des impulsions p =0,G = Ho(4)qcotan(O), 
P= —d0G1 = mo(t) q? /C2 sin? Q) et du nouvel hamiltonien K=H +9,G; = H 


+ L mat) q° cotan(Q). Des relations précédentes, on tire 71@ q =2Psin? Q, p? = 
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2m@P cos? Q, ce qui permet d'obtenir le hamiltonien original en terme des nouvelles 
coordonnées, puis la forme du nouvel hamiltonien. Tout calcul fait, nous avons : 


K(Q,P,9 = [0tr+ OSEO) | 


20(£) 


Puisque la transformation est canonique, on en déduit facilement les nouvelles équa- 
tions de Hamilton Q =9-K et P = —dQK , Soit : 


o(t)sin(2Q) … P=- (f)P cos(20) 


COR RS ot) 


6.11. CHOIX DE L'IMPULSION [ÉNONCÉ P. 268] 


Le hamiltonien original de l'oscillateur harmonique est H = Lo(p? +q?) (avec 
un choix convenable des coordonnées). On décide de faire une transformation 
canonique en prenant Ro nouvelle impulsion P(q,p)=2XH = Lo(p° +q?). On 


tire 4g=+\(2P / \w)-p?. Pour le choix de la fonction génératrice, on peut prendre 
q=-0,)G3(Q,p) où q=-0,G4(P,p). Comme on a q=q(P,p), c'est la fonction G4 
qui s'introduit naturellement. On l'obtient en prenant la primitive de qg=q(P,p). 
En résumé : 


js [OP ges D. 02... 
Q= HP à Ga(P,p}= [dpi pà +F(P) 


Le lien entre la nouvelle coordonnée et la fonction génératrice est Q = 0PG4(P,p),soit 


Q = Fe [ap 1 pi + F’(P). On prend la solution particulière F’(P)=0 et on 


fait le changement de variable p = V2P/( / (AO) cosu. Cela conduit à Q = +u /(Aw) = 
+(1/Aw)Arc cos(pVh® / 2P), Finalement, en remplaçant P en fonction des vari- 


ables originales, on obtient l'expression cherchée : 


F 


1 
Q(q,p) Æ LT Ver 


À partir de l'équation précédente, on tire p / 19° +p? =cos(AwQ). Q doit être un 


angle tel que si on l'augmente de 27, on retombe sur le même point de l'espace de 
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phase pour lequel p / Va +p? conserve sa valeur. On doit donc avoir 2n\® =2n, 
c'est-à-dire : 

LES 
® 


Finalement, la transformation canonique s'écrit P= 1(p° + qg°) =E/@ et Q= 


Arc cos p/14? +p? } Puisque Q est la variable angle, qui change de 2x pour 


revenir au même point de l'espace de phase, sa variable conjuguée P est la vari- 
able action. Finalement : 


KE=È 


6.12. INVARIANCE DU CROCHET DE POISSON 
DANS UNE TRANSFORMATION CANONIQUE [ÉNONCÉ P. 268] 


Nous sommes dans l'espace de phase décrit par les variables (q,p) et nous définis- 
sons dans celui-ci deux fonctions F(q,p) et G(q,p). Nous effectuons à présent, dans 
cet espace, une transformation de contact Q(q,p}, P(q,p), qu'il est loisible d'inverser 
pour avoir g(Q,P),p(Q, P). Les fonctions F et G deviennent des fonctions de ces 
coordonnées F(Q,P)= F(q(Q, P),p(Q, P)) et la même chose pour G. 


Attention ! La forme fonctionnelle de la fonction F en terme des variables O, P est 
différente de sa forme en terme des variables q,p ; par contre sa valeur est évidem- 
ment identique si on la calcule au même point de l'espace de phase. C'est pour cela 
que nous conservons la même notation pour cette fonction. 

Les règles de dérivation partielle des fonctions composées fournissent les relations 
(d0F)= (0,FX 009) +(0,F)d0p) et (0PG)= (9,G) pq)+ (0,G)(0 pp). Elles permettent 
de calculer (9QF)(9PG) puis par permutation de F et G la quantité (09G)(0pF). 


Il est alors facile d'obtenir le crochet de Poisson par rapport aux variables Q, P grâce 
à sa définition : {F,G}o Py= (d0F)dpG)-(00G)0pF) sous la forme donnée dans 


l'énoncé : 


_{ag(Q, P) ap(Q, P) _ dp(Q, P) g(Q,P) 
Een 2Q.. OP... “:0Q …. JF Gko 


On voit apparaître le jacobien de la transformation de contact. Si celle-ci est 
canonique, ce jacobien vaut l'unité et il y a identification des deux crochets de 
Poisson. En pratique, nous utilisons toujours des transformations canoniques 
et, dans ce cas, le crochet de Poisson acquiert un caractère universel qui dispense 
de caractériser par rapport à quelles variables on le calcule. 


= 
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6.13. VÉRIFICATION DE LA CANONICITÉ D'UNE TRANSFORMATION 
DE CONTACT [ÉNONCÉ P. 269] 


On part d'une transformation de contact Q(q,p), P(q,p). Dérivons la coordon- 
née Q; par rapport au temps et utilisons les équations de Hamilton sur le hamil- 


tonien original H(q,p) : Q, = >[0,0)0,,H)-(0,,0: YO H)]: Nous exprimons à 
( 


présent le hamiltonien en terme de la nouvelle forme du hamiltonien H(q,p) = 
K(Q(g,p), P(g,p)). Le calcul des dérivées partielles de H par rapport aux coordon- 
nées originales se traduit maintenant à l'aide des dérivées partielles de H par 
rapport aux nouvelles coordonnées. En faisant ce remplacement dans l'expression 


précédente, il vient O; = Z{00,6{0:.0;}+@» R{Q:.P;} 
j 


où nous avons intro- 


duit les crochets de Poisson {0;,0;}= 210909010907 @0)] et une 


expression analogue pour {o,, Ph. La transformation est canonique si on a les 


équations de Hamilton traditionnelles avec les nouvelles variables. En particulier 


Q, = dp,K implique {0:,0;}=0 et {o;,P;}=5;;. 


Un calcul analogue basé sur P; entraîne P = >{Co, KP, Qj}+@p, K){P n, P}] La 
Î 


ir ÿ 
t {» ,Q = ô;,;. Ce dernier crochet de Poisson peut d'ailleurs se déduire facile- 


canonicité de la transformation réclame P. = —d0,K, ce qui se traduit par {, le }= 0 


ment de { P,Q;}= -{0;,P }=-5 i,j. En résumé, pour que la transformation de 


contact soit canonique il faut et il suffit que l'on ait 
{0:,0;}=0 ; {p,Ple0.; {op 1=5;; 


Soient deux fonctions F(g,p) = F(Q(q,p), P(a,p)) et G(q,p) =G(Q(q,p},P(a,p)). Calcu- 


lons le crochet de Poisson (F,G}(4 p) =>{o, F)O», G)-(}, F)Q,; G)|. En exprimant 
î 


les dérivées partielles par rapport à q,p à l'aide des dérivées partielles par rapport 
à Q,P et en remplaçant dans la définition précédente, on parvient à {F, G}, 7 


Z Car "606 HQk-Q} + ZE Ga On GHQR} + Z On FX 20, GHPe, Qi} + 


Ÿ Gr, Fr, G{P,,P \}. En Fo l'expression des SE de Poisson obtenue 
k,l 
dans la première question, on reste avec LE, Gp) = 2.0, Pr C8, 


> Z On Fo GBnr: soit {F,G}4,» = (C0 CR 02 070) Dans le 
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deuxième membre, nous reconnaissons la définition du crochet de Poisson en 
termes des nouvelles variables {F GT p)- Finalement : 


LP, Gkn = PGO) 


Cette équation exprime l'invariance des crochets de Poisson dans une transforma- 
tion canonique. Il est dès lors licite de considérer les crochets de Poisson comme 
une propriété intrinsèque de l'espace de phase, indépendante de la façon dont on 
choisit les coordonnées dans celui-ci, pourvu que les transformations de contact 
soient canoniques ; on peut se dispenser d'indiquer les indices affectés au crochet 
de Poisson. 


6.14. LA CHUTE LIBRE À UNE DIMENSION IÉNONCÉ P. 269] 


Le hamiltonien original a pour forme H(q,p)= p? /(2m)+ mgq. Il est indépendant 
du temps et sa valeur sur la trajectoire est égale à l'énergie E. Nous décidons d'effec- 
tuer une transformation canonique et de choisir pour nouvelle impulsion une vari- 


able proportionnelle au hamiltonien P(q,p)=2AH(q,p) = À p? /(2m)+mgql. Il est 


loisible de choisir pour nouvelle coordonnée une variable proportionnelle à l'impul- 


sion Q(q,p)= up. 


On demande à cette transformation de contact d'être canonique. On peut le faire 
en imposant la condition {Q,P}=1. Ainsi {Q,P}= [1 / Cm{p?,p}+ mg{p,a}] = 
—kumg =1 et on a le lien Au =-1/(mg). On peut également trouver cette condi- 


tion par la conservation de l'aire qui impose un jacobien unité. 


Nous avons encore un certain arbitraire et nous ferons le choix définitif : 


Comme la transformation canonique ne dépend pas explicitement du temps, le nou- 
vel hamiltonien s'identifie avec l'ancien K = H et nous avons à présent, avec les 
valeurs de constantes obtenues précédemment: K(Q,P)= P. Une première équa- 
tion de Hamilton est P = —d0K = 0, soit P = Cte. Mais comme P = H, cette constante 
est tout simplement l'énergie : P=E. L'autre équation de Hamilton fournit Q = 
dPK =1, qui s'intègre pour donner Q =#f+Q0 = t-p4 / (ing) ou encore p = -meQ = 
—mgt+ po. Alors pô / (2m) + mgqo = E = p? / m)+mgq = (-mgt #ps) /Qm) +mgq. 
Un simple réarrangement des termes fournit l'équation de la trajectoire : 


pi 


D 
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2 
gt) =-2gr+ 104% 
mi 
qui est bien celle à laquelle on s'attend. 


6.15. TOUJOURS LA CHUTE LIBRE À UNE DIMENSION [ÉNONCÉ P. 270] 


Le hamiltonien exprimé avec les coordonnées originales s'écrit H(q,p) = p? /(2m) 
+mgq. On choisit de prendre pour nouvelle impulsion le hamiltonien lui-même 


P=H. Le hamiltonien et la nouvelle coordonnée ne dépendent pas explicitement 
du temps et le nouvel hamiltonien K(Q, P) reste le hamiltonien original K(P) = P = 


p? / (2m) + mgq. La première équation de Hamilton conduit à dQK = -P=0, donc à 
P=Cte, ce que l'on sait par ailleurs puisque cette quantité s'identifie à l'énergie. La 
deuxième équation de Hamilton donne Q =9PK = 1, qui s'intègre facilement : 


Q()=t+Q(0) 


Utilisons la fonction génératrice de quatrième type G4(P,p).De P = p? /(2m)+mgq, 
on tire qg=-1/ (mg)[p° / 2m)- P]. D'autre part, on a également q = -0,G4. L'expres- 


sion précédente de l'ancienne coordonnée permet d'obtenir, par intégration, la fonc- 
tion génératrice (à une fonction de P près que nous pouvons choisir nulle) : G4(P,p)= 


3 
ie L rm) On déroule maintenant le tapis rouge ; de Q =9pG4= -p/(mg),0on 


déduit p =-mgQ, soit : 
p()=-mgt+ po 


où on a noté pp =-Mm£Q(0). Puisque P est constant, on peut l'identifier à P = pê /(2ni) 
+m8q0- Enfin à partir de qg=-1/ (Mgr? /(2m)- P|, des expressions de p(t) et de 


P données précédemment, on obtient la loi horaire : 
ge) = 2 gt? + FD 99 
2 mi 


Nous avons obtenu les équations du mouvement habituelles, de façon certes plus 
compliquée qu'à “la Newton”, mais c'est pour illustrer le fait que la méthode des 
transformations canoniques s'appliquent sans restriction. 


Puisque la balle rebondit sur le sol, elle fait un aller retour périodique depuis g =0 


jusqu'à Qrmax = E / (#18). La variable action est définie par I(E)=1/ (27)f p(q,E)da, 
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max >. max 
soit dans notre cas 1 =2/(2n) [2m E -meq) da = \2gm /7 Has — q dg. L'inté- 
0 0 


grale est élémentaire 1 =2 V2) ue / (3T) qui s'exprime en fonction de l'énergie 


comme (voir aussi problème 6.3) : 


16-2282 
37 V1 


La pulsation s'obtient par la formule générale @(E) =1/(d1 / dE), qui, avec la for- 
mule de l'action obtenue ci-dessus, fournit le lien : 


Cm 
O(E) = ne \5E 
Enfin la variable angle s'obtient grâce à o=ut= of da / à = om | da / p = 


om | dq / \2m(E mg) . La primitive se calcule sans problèmeet nous parvenons à : 


Lomme. 
;E)==n)1-—<. 
o(g,E) =-n E q 


6.16. DILATATION D'ÉCHELLE EN FONCTION DU TEMPS [ÉNONCÉ P. 270] 

Appelons /’(f)=dl/dt, l’(#) = d?1 / dt? et la nouvelle coordonnée g=x/I(f). On 
vérifie rapidement que * = gl +ql" ; en reportant cette expression dans l'énergie ciné- 
tique T = Lmi?, celle-ci devient T = Lm(ql + ql')? et le lagrangien L=T-V prend 


la forme : 


: s ra \2 
L(a,4,1)= £m(àl(t)+ql'(#)) -V() 
Ce lagrangien dépend explicitement du temps. 


On calcule d'abord l'impulsion p =0d,;L = ml(ql+ql') puis la fonction de Hamilton 
H = pq -— L que l'on exprime en terme de la coordonnée et de l'impulsion. Explicite- 
ment on obtient : 


ir ; 
HP )= 7 AU (#) |+V(q) 


Le hamiltonien dépend aussi du temps. 
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On utilise une transformation canonique basée sur la fonction génératrice G(P,q,t) = 
Pq +2mq" UE) (E). On en déduit Q=0PG,=9q et p=0,G = P +mqll”. Nous avons 


obtenu ainsi facilement la transformation canonique. Le nouvel hamiltonien K(Q, P,f) 
découle de la formule générale K = H +9,G; exprimée à l'aide des nouvelles vari- 


ables. Un calcul sans difficulté donne le résultat : 


p? 


TE +V(Q)+LmQI(E"(E) 


K(Q,P,t)= 


Bien que l'expression du hamiltonien soit relativement simple, il existe une dépen- 
dance en temps embêtante dans l'énergie cinétique. 


Soit T(#) la primitive de 1/ a autrement dit dt / dr = P.Les équations de Hamilton 
sont Q = OpK=P/ (2m?) et P= d0K =-V'(Q)- "QI". Au lieu de considérer les 


variables Q,P comme fonctions de f, on les considère comme des fonctions de 7. 


Les équations du mouvement deviennent à présent (c'est la même trajectoire par- 
courue avec une loi horaire différente) : 4Q/dt=P/(2m), dP /dr= _PVv'(Q) —mQPT" : 
On peut les considérer comme les fonctions de Hamilton du nouvel hamiltonien : 


x 2 
K(Q,P,1)= . +R) V(Q)+ EmQ ET) LH) 


L'énergie cinétique n'a plus la dépendance d'échelle embêtante. En particulier pour 
une dilatation linéaire en temps /”=0, et le nouvel hamiltonien prend une forme 
particulièrement simple. 


6.17. DE L'OSCILLATEUR HARMONIQUE AU PROBLÈME COULOMBIEN 
[ÉNONCÉ P. 271] 

On part du hamiltonien de l'oscillateur harmonique Hou(P,6,Pp;P6) - /@m) 

+ Po /@mp°) + Lmo?p? . La coordonnée @ est cyclique et l'impulsion correspon- 

dante, le moment angulaire 6, est une intégrale première p4 = 6. Dans l'espace de 

phase p,p,, on prend comme nouvelle coordonnée Q = pe /1. Soit P la nouvelle 


impulsion. Pour que la transformation soit canonique, on doit avoir conservation 
de l'aire, ce qui se traduit par un jacobien unité ] =1= (0,Q)0», P)—(0,P)(0y,Q). 


Avec (d,Q)=2p/1, (0, Q) = 0, cette relation est équivalente à (0p, P)=7/(2p) qui 


s'intègre facilement pour donner : 
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On peut vérifier que, si on écrit le lagrangien en terme des variables ©, Q, L(Q,Q) = 
Lm(1@? /4Q) +0? /(Gm21Q) - &21Q), P = mlp / (2p) = mlQ / (4Q) qui s'identifie bien 
à la formule de définition P = 0 oL. 


Cette transformation canonique ne dépend pas explicitement du temps et le nou- 
vel hamiltonien K(Q,6,P,p,) est tout simplement égal à l'ancien, exprimé dans 
les nouvelles coordonnées H5n(p(Q), ®,Ph(Q, P),po). Ce simple calcul conduit à 
l'expression suivante : 


2QP? pé. 1 
K(Q,0, P, pe) = 2 +R + mo? 


Le système étant autonome, la valeur de ce hamiltonien sur la trajectoire est l'éner- 
gie 2QP? / Gal) + pé / @mlQ) +mo°1Q =E,y. Divisons cette équation par 4Q/1 
pour obtenir: P? /(2m)+p$ /(8mQ°?)-IE, / (4Q)=-mo°P /8. 


Pour un potentiel coulombien V(Q)=-K/Q, le hamiltonien du système serait 
H.(Q,a,P,pa)= P?/(2m)+p2/(2mQ?)-K/Q=E,. On remarque qu'on peut 
l'écrire formellement comme l'hamiltonien précédent à condition de faire les 
identifications : 

IE mo? Po 


Pb 8 : Par. 


La trajectoire de Kepler est donnée par dQ / da = Q / &.. Les équations de Hamilton 
donnent d'autre part Q=0PpH,=P/m et à= dp, He = Pa /(mQ?) ; ainsi Q/à = 
PQ? /Po = P°P) /(Ip6)- La trajectoire pour l'oscillateur harmonique est donnée par 
dp / db = p / d. Les équations de Hamilton donnent dans ce cas p = dp, Hou =pPh/M, 
ÿ= dp4 HOH = Po / (mp?) qui permettent d'avoir dp / do = PP /p4. En comparant 
les deux expressions 4Q / do = (p/1)p°?Ph /ps)= (p/1Ydp / dé) = Ld(p? / D / dÿ = 


1dQ / db, d'où da = 24 et donc, avec un choix judicieux des origines : 


a = 20 


Partons de la trajectoire de Kepler donnée par 1/Q = p1 [L+ecosa] avec p= pè /nK), 


e= \1+2E,pè /(mK?). Faisons les identifications de la question 3 pour trouver 


l'équation de la trajectoire de l'oscillateur harmonique : l/p°? = De +p le cos(26). 
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En utilisant la propriété cos(26) = cos? b— sin? à et les coordonnées cartésiennes 
X=pcosh, y =psin®, nous parvenons à l'équation suivante : 
x2 2 


D 1 
Pi/G+e] [/(-0)] 


C'est l'équation d'une ellipse centrée à l'origine, donc au centre de force, de petit 
axe b=\/pl/(1+e), de grand axe a=fpl/(1-e). 


On présente sur la figure 6.7 la correspondance entre les deux types de trajectoires : 


Figure 6.7 


Passage d'une trajectoire 

de Kepler (en gris) à celle 
d'un oscillateur harmonique 
(en noir) grâce à 

la transformation ponctuelle 
proposée. Les positions 
correspondantes sont notées 


R Ÿ 


par des cercles pleins. . (6) 
Un tour sur l'ellipse L 
de Kepler correspond à 
un demi-tour sur l'ellipse de 
l'oscillateur harmonique. 


6 On vérifie que p = Ps /(MlE on), 1- e? = o°ps / E2,. L'énergie étant constante sur la 
trajectoire, on peut la calculer au point qui nous convient le mieux, par exemple le 
périhélie. Au périhélie (p, =0), l'énergie cinétique vaut T = p$ /(2mb?)= LE,,(1+e) 
et l'énergie potentielle V = à mob? = LE(1 —e). Alors H5n =T+V=E,,,comme 

il se doit. 


Hog =1+V=E;; 


7 On part de l'action radiale obtenue dans le problème de Kepler 21, =K,/2m El -2po 


En faisant les substitutions suggérées dans la question 3, il vient : 


E 
Sp = oh - 
LE 4 
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En quantifiant par la méthode EBK, on fait le remplacement 1, = nh et 1, =Xh pour 
obtenir la valeur quantifiée semi-classique de l'oscillateur harmonique : 


En = A@(2n + À) 


6.18. GÉNÉRATEURS DE TRANSFORMATIONS INFINITÉSIMALES [ÉNONCÉ P, 272] 


> À -Translations 

Par définition, la variation de la fonction de l'espace de phase vaut: dF = 
FC +41,%9 + 00,X3 +43, Pas Pro Pa) F(1,%2,X3 Pa Pro Pa ), puisque, rappe- 
lons-le, la translation n'affecte pas les impulsions qui sont proportionnelles aux 


vitesses. Pour des transformations infinitésimales, cette variation fait seulement 
intervenir les dérivées premières de F. Explicitement : 


3 
7  dF 
dF = Da x 


Considérons par exemple la translation le long du premier axe d'une quantité infi- 
nitésimale 4. Soit T, le générateur correspondant. D'après la première question, 


nous avons dF = a(dx, F). D'autre part, selon (6.6) nous avons aussi dF = {F,Ta ja, 
car 4 est le paramètre du flot. En explicitant le crochet de Poisson et en identifiant 


à l'expression précédente, on obtient (0h, T)=1, (0, T;)=0, (ps T)=0, 


(0x,7,)=0. Ces équations permettent d'obtenir le générateur de la translation 
selon l'axe Oxj : T;, =p,,. Un raisonnement analogue pour les trois autres axes 


donnerait un résultat semblable. 


To; Pas 


D'après le résultat de la question précédente ÎTa Ta | = {r. 127 }: En explicitant le 


dernier crochet de Poisson, il n'est pas difficile de se convaincre que celui-ci est nul. 
rs A. } 20 
Cette propriété signifie que les opérations de translation selon deux axes différents 


commutent. 


> B-Rotations 


Soit F(X,y,z,p,,py,P-) une fonction définie en un point de l'espace de phase à six 


dimensions. On calcule la variation de cette fonction, lorsqu'on considère un point 


D 
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infiniment voisin (x+dx,y+dy,2+4z,p,+dp,,p, +dp,,,p; +dp,) obtenu par une 
rotation d'angle db autour de Oz. Puisque 7 et p sont deux vecteurs de l'espace 


ordinaire à trois dimensions, ils se transforment tous deux de la même façon sous 
cette rotation. Leurs composantes cartésiennes vérifient les relations dx =-1d0, 
dy = xd, dz=0 et des relations analogues pour l'impulsion ; on écrit donc dF = 


LxO,P-v@P +05, P-py 07? [db 


3 
D'autre part, {FE} = > (,F)0,,L,)-(0,, F0, L,). Les seules dérivées non nulles 
i=1 


sont (d,L:)=py, (OyLz)=-pr, dp, Le =-y et 9, L: =x. Donc {F,L.}=x(0,F)-yQ,F) 
+ Px(0p, F)- Py (dy, F), ce qui permet d'écrire : 


dE={F,L.}do 


Dans l'espace cartésien, le flot de L, est donné par (Op Lz10p, Lz,0p, Le, 
—d,l,,-0d,L,,-0,L,), soit (-y,x,0,-p,,p,,0). Dans l'espace ordinaire, le flot 
est donné par (-y,x,0), soit le champ de vecteur -psin®é. +pcosoé, = Péy- 
Les lignes intégrales de ce flot sont les cercles de rayon p, centrés sur OZ avec 
Z constant. 


On définit les générateurs pour les rotations autour de l'axe Ox et l'axe Oy par res- 


3 
pectivement L,=yp,;-2p, et L,=2p;-xp,. Alors rt = 20, L;)(}, Ly) 
i=1 


_ (dy, L,)O, L,). Compte tenu des définitions des générateurs, il reste en fait 
(d,L,)(0,,L,)-(d,, LxX0,L,), soit (-p,)-x)-(y)px) = xp, - yp; = L.. On peut 
également faire le calcul en se basant sur les crochets de Poisson élémentaires. 


(LL }eL 


Les rotations d'axes non parallèles ne commutent pas. 


> C-Transformation de Galilée 


Pour une particule libre se déplaçant sur une droite, on a p = m4. Dans une trans- 
formation de Galilée, de vitesse infinitésimale v, le lien entre les coordonnées de 
la particule vues dans les deux référentiels est g”=q-—vt. Le lien entre les impul- 
sions correspondantes s'obtient par dérivation et on a p’=p-mv. La variation d'une 
fonction F(q,p,t) lors d'une transformation de Galilée s'exprime donc comme 
dE = FE(q',p’,t")-ÆF(q,p,t), soit, compte tenu des relations précédentes et de l'uni- 
versalité du temps f’={t: dF=F(q-vt,p-mv,t)-F(q,p,t). En développant au 
premier ordre en fonction de la vitesse, qui est le paramètre de flot : 
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dé = -[H0,F) + m(9,F)| v 


Nous appelons G le générateur de la transformation de Galilée pour la particule 
libre. D'après la définition (6.6), nous avons dF ={F,G}v. D'autre part, le crochet 
de Poisson se traduit par {F,G}=(0,F)2,G)-(0,F)(0,G). En identifiant cette 
équation à la propriété de l'équation précédente, nous parvenons aux relations 
(d,G) =-t, (0,G) = 1m. Celles-ci s'intègrent sans problème pour donner accès au 
générateur de la transformation de Galilée (dans celui-ci le temps est un paramètre, 
mais non une composante de l'espace de phase) : 


G(q,p,t) = mq-pt 


> D - Transformation de Lorentz 


La transformation de Lorentz à une dimension s'écrit de façon générale q’= 
Y(q-—Bct}, ct = y(ct-Bq) pour le quadrivecteur événement et p="7y(p-$E/c), 
E’/c="Yy(E/c-fp) pour le quadrivecteur impulsion. On a noté, comme de cou- 
tume, B=v/c et y=(1-fB2)-1/2. Si la vitesse relative des deux référentiels est 
infinitésimale 8 <<1, on peut se borner au premier ordre en f dans la transfor- 
mation précédente ; dans ce cas y = 1 et la transformation de Lorentz se réduit à : 


g=q-$Bct ; c'=ct-f 
p=p-BE/c ; E/c=E/c-fp 


L'espace de phase est déterminé par les coordonnées 4 = q,q2 = ct et par les impul- 
sions pi =p,p2 =p. Nous avons vu à plusieurs reprises (entre autres au problème 4.6) 
que l'impulsion conjuguée au temps est l'opposée de l'énergie : ps =-E ; l'impul- 
sion conjuguée de la coordonnée cf est, de façon naturelle : pe; =—E / c. Ainsi une 
fonction de l'espace de phase est choisie de la forme F(q,q2,p1,p2)= F(q,ct,p,-E / c). 
La variation de cette fonction dF = F(g,ct,p,-E’/c)-F(q,ct,p,-E/c) pour la 
transformation de Lorentz infinitésimale donnée précédemment fournit donc la 
relation suivante : 


dE =|-ct(0nF)-4(0pF)-(E / come) + p(0pF)]B 


Selon (6.6), l'expression précédente est la variation de la fonction le long du flot du 
générateur du “boost” de Lorentz U. On reconnaît que la vitesse v = cf est le para- 


mètre du flot et que le terme entre crochet doit s'identifier à c{F,U}. Cette identifi- 
cation implique les relations (0, U)=-1=-9/c, (0, U)=-q/c=-q/c, (Q;U)= 


E/c? =-p, /c, (à 


1 


au)=-p/c=-p;/c. Par intégration, on déduit le générateur 
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cherché U =-(p192 +q1p2)/c ; on peut remarquer l'analogie avec l'expression la 
composante du moment angulaire L, (à un signe près). En remplaçant les variables 
conjuguées par leurs expressions plus traditionnelles, on obtient la forme définitive 
du générateur de la transformation de Lorentz (dans ce cas le temps n'est plus un 
paramètre, mais une coordonnée à part entière) : 


ë 
U(q/t,p,E)= (ant) 


En comparant l'expression relativiste U, à l'expression non relativiste G du géné- 
rateur de changement de référentiel, on remarque l'expression sympathique bien 
connue : E = mc2. 


Chapitre 7 


SYSTÈMES QUASI-INTÉGRABLES 


R 


sumés de cours 


7.1. INTRODUCTION 


Un système quasi-intégrable diffère peu d'un système intégrable ; on utilise les pro- 
priétés de ce dernier pour se faire une idée de celle du système original. On distingue 
essentiellement deux types de systèmes quasi-intégrables : 


+ Nous envisageons d'abord les systèmes dont le hamiltonien diffère de celui d'un 
système intégrable par l'addition d'une fonction de l'espace de phase, dite per- 
turbation, que l'on peut imaginer être aussi petite que l'on veut. C'est la fhéorie 
des perturbations. Cette méthode a été abondamment utilisée en mécanique céleste 
pour étudier le mouvement des planètes. Le système intégrable est le couple Soleil- 
Planète et la perturbation l'influence des autres planètes sur la Planète considérée. 


+ Ensuite nous considérons des systèmes intégrables dont le hamiltonien dépend 
de paramètres. Si maintenant un ou plusieurs de ces paramètres varient dans le 
temps, ces systèmes ne sont plus intégrables. Cependant si cette variation est 
suffisamment lente, on peut obtenir des résultats très importants. C'est la théorie 
des invariants adiabatiques. Cette approche est d'une grande utilité pour l'étude 
du mouvement des particules dans des champs électromagnétiques lentement 
variables. 


7.2. LA THÉORIE DES PERTURBATIONS 


Le hamiltonien de départ est H(q,p)= H(q,p)+V(q,p) et on connaît la solution 
go(t), pott) des équations de Hamilton pour H,. La théorie des perturbations 
consiste à chercher la solution du problème plus général régi par le hamiltonien 
H, = Ho +eV, sous la forme de développements en puissance de & : ge(t) = q0(t) 


+ €g1(Ë) + e2q2(#) +... et de même pour p,(f). 
On utilise ces développements dans les équations de Hamilton 4.(t)-d,H, =0 et 


Pe(t)+0,H4 = 0, qui deviennent des polynômes de & de degré infini. Les fonctions 
inconnues g;(t), p;(f) sont alors choisies pour annuler les coefficients de ce poly- 
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nôme d'ordre inférieur ou égal à #1. On les obtient en général par réactions en cas- 
cade d'ordre en ordre à partir de la solution connue gp(t}, pot). Il suffit alors de 
poser £ = 1 dans l'expression de q,(f) pour avoir la solution approchée à la pertur- 
bation d'ordre 7”. 


7.3. LA THÉORIE CANONIQUE DES PERTURBATIONS 


Pour les systèmes quasi-intégrables, le bon choix des coordonnées dans l'espace 
de phase est celui des variables angles-actions (&,1) du système intégrable dont 
le hamiltonien est noté H,(1) (indépendant des angles). Ainsi le hamiltonien du 
système quasi-intégrable s'écrit sous la forme : 


H(@,1)= H9(D+V(o,1) (7.1) 


Comme expliqué précédemment, on utilise le hamiltonien intermédiaire H, = Ho +eV. 


La théorie canonique des perturbations est une manière élégante d'utilisation de la 
théorie générale des perturbations. L'idée est la suivante : on cherche une transfor- 
mation canonique vers de nouvelles variables angles-actions (6,/) sous la forme 
de développements en ordre arbitraire de £, mais de façon un peu singulière. On 
développe le nouvel angle! 6 et l'ancienne action 1 en fonction de l'ancien angle & 
et de la nouvelle action }. 

Pour illustrer le principe, on se borne d'abord à l'étude d'un système à un degré de 
liberté. Ainsi pour la théorie des perturbations au premier ordre, on définit : 


da, D=a+eo0(a,7) : I(@,1)=7+el (0,7) (72) 
Cette façon un peu inattendue de faire les développements permet d'imposer plus 
facilement à la transformation d'être canonique 2. 


On peut alors écrire le hamiltonien original comme fonction de l'ancien angle et de 
la nouvelle action sous la forme du développement suivant : 


Ho()+eV(a, 1) = Ho()+e[10 (a, (2; Ho()}+ Vo, 1)}+ O(e?) 


On peut choisir la fonction inconnue 10 (a, J) de façon à ce que le terme du pre- 


mier ordre en puissance & soit indépendant de l'angle et s'écrive eH0) (7). Une fois 


1 Pour plus de clarté typographique, nous omettrons l'indice £ pour les variables 6, }, qui 
devraient être notées de façon plus rigoureuse 6, , J,. 


2 Ceux qui ont le courage de lire les derniers rappels du chapitre 6 réaliseront qu'il suffit de 


trouver une fonction génératrice de type 2 sous la forme 5, (x, }) = @] + es0) (@, }). 
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déterminé 10), la canonicité de la transformation permet de préciser bo, J). Le 
problème au premier ordre des perturbations est résolu en faisant £ =1. La solu- 
tion des équations de Hamilton pour le hamiltonien H(J)= Ho(])+H o( J) diffère 
de la solution exacte à des termes d'ordre 2 près. 


Cette solution est très simple : le nouvel hamiltonien H(}J) est intégrable ; les nou- 
velles actions sont des intégrales premières ] = Cte et les nouveaux angles @ tour- 
nent avec une pulsation constante @(}) : 


80) = 27(H0()+H0())=600)+@0()= 0) 


> Pour revenir aux variables de départ, si nécessaire... 


L'ancien angle & est donné indirectement au premier ordre par (voir 7.2) : 
œ=@(J}#- 60 (0,7)= (7-60 (D, 7) +O(E?) 
et l'ancienne action 1 directement par: 


I(@,J)=7+1% (0,7) 


On montre de façon générale que 


1) La première correction au hamiltonien est la perturbation moyennée V(J) sur 
chaque mouvement périodique : 


Eyque 2 Un. 
HO(P) TT [Vo Ddos.do, = V(J) (73) 


2) Pour un problème à un degré de liberté : 


10(a,))=(H0()-V(})/o00) ; 4% (,7=fdo(arr (a, ))) (74) 


3) Pour un problème à plus d'un degré de liberté, les formules précédentes se géné- 
ralisent sous la forme 3 : 


Vo, D=-E me", ()/(m-@0()) : 


o( (ot, D) = -Y 9 (Va (J)/ (ir :@0())) 


3 Avec &9(J)= 07H00) = (@w(J}-,@0n (1) = (@7, Ho(D}-,(7, Ho(D)) comme 


nous l'avons vu au chapitre 6. 


www.Ebook777.com 
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avec les définitions suivantes : 


+ Un tableau de nombres entiers relatifs #1 pour désigner l'ensemble des #7 nombres 
(M,M,...m,) ; 

+ les “produits scalaires” #1-@0(]) pour symboliser #09 (J)+#12@02(J)+....... et 
M: POUr HO = Hi + Map +. ; 


+ des coefficients de Fourier du potentiel V,,(J) définis par V(a,J)=Y CAE PÈRE 


HT 


> Et pour le deuxième ordre des perturbations ? 


+ On peut reprendre la même démarche et postuler une nouvelle transformation 
canonique avec des variables angles-actions proches des variables initiales à des 
termes d'ordre 2 près, puis rendre indépendants des angles les termes du hamil- 
tonien en £ et €. 


+ On peut aussi remarquer que H - H5(J)- eH0)(p), exprimé en fonction des nou- 
velles variables, diffère de H à des termes en €? près et peut être considéré comme 
une perturbation encore plus petite que l'on peut traiter au premier ordre comme 
précédemment. 


En plus de la valeur moyenne V(J) de la perturbation, déjà présente au premier 
ordre, la théorie au second ordre nécessite le de de la valeur moyenne du carré 
de l'interaction V?(J}, définie par V?(J)=—— Or Jf(v (or, 7)) 2 do... do, . La correc- 


tion au deuxième ordre pour le hamiltonien s'écrit dans ce cas : 


VO) -V2() 


HAE 200(J) 


(7.6) 


et la correction au second ordre pour la pulsation o(2)(J) = 9H). 


Le traitement des perturbations au second ordre sera abordé de façon plus complète 
dans le problème 7.4. Nous donnerons dans celui-ci la façon de calculer les correc- 
tions aux angles etaux actions, qui sont des expressions beaucoup plus compliquées. 


> La catastrophe des petits dénominateurs 


Le traitement par la théorie canonique des perturbations est très utile, maïs il est 
surtout important car il met le doigt sur ce que l'on appelle la catastrophe des 
petits diviseurs ou encore le phénomène de résonance. Cela est apparent sur l'expres- 
sion (7.5) dans le cas où le dénominateur #1-@4(J)= 0. 


Expliquons-nous sur un exemple avec un nombre de degrés de liberté #=2. 11 
peut exister des conditions initiales sur les valeurs de } telles que les pulsations 
soient commensurables, par exemple 2651(J)Z 36p2(J). Autrement dit, toutes les 
trois périodes pour la variable 1 et toutes les deux périodes pour la variable 2, le 
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système se retrouve dans le même état ; la perturbation agit de façon identique et 
cumulative : on parle de résonance 3/2. On a une divergence dans le développe- 
ment de (7.5) pour le terme #13 =2, 13 = -3. On trouve de nombreux exemples de 
résonance en mécanique céleste : la période diurne de Mercure est commensurable 
avec sa période de révolution, par exemple. 


Cette propriété se traduit mathématiquement par la petitesse du dénominateur des 
termes correctifs qui ne correspondent plus à une approximation et il n'y a aucune 
raison que cela change en augmentant l'ordre des perturbations. Dans certains cas, 
on peut se débarrasser de ces effets indésirables à l'aide d'une transformation cano- 
nique supplémentaire. Néanmoins, cette inaptitude de la théorie des perturbations 
près des résonances est à la base des travaux essentiels de POINCARÉ, qui seront 
présentés au prochain chapitre. 


7.4. LES INVARIANTS ADIABATIQUES 


On considère maintenant un hamiltonien intégrable H(q,p,À) qui dépend d'un ou 
plusieurs paramètres notés À. Ilexiste donc une transformation canonique q(o,1,A), 
p(o,I,X) ou o(q,p,X), 1(q,p,À) telle que le hamiltonien s'écrive K(1,A). Supposons 
maintenant que À(f) dépende du temps. Tout ce qui vient d'être dit reste encore vrai 
à ceci près qu'il faut ajouter un terme au hamiltonien (voir la partie du chapitre 6 
traitant les transformations canoniques dépendant du temps) et que 1(q,p,A(f)) n'est 
plus une constante. 


On peut montrer que pour une variation du paramètre AX, pas nécessairement 
petite, la variable action finale diffère de sa valeur de départ en des termes d'ordre 
inversement proportionnel au temps T pris pour cette variation du paramètre. 


On dit que la variable action est un invariant adiabatique. 

On peut comprendre “avec les mains” ce résultat très important. 

Le taux de variation de la variable action est donné, comme pour toute fonction de 
l'espace de phase et du temps (voir chapitre 6), par 1={1,K}+9,1(q,p, ME), p' 


Mais le crochet de Poisson 4 {1,K} est nul. On peut réécrire cette relation dans les 
variables angles-actions sous la forme : 


i=Mou(a, 22) = A(#)g(o,1,(#) 7.7) 


4 Rappelons que le crochet de Poisson peut se calculer dans n'importe quel jeu de variables, 
si celles-ci sont obtenues par une transformation canonique. 
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qui définit la fonction g(o,1,A(#)) périodique (et c'est le point important) des angles. 
L'angle & a une vitesse angulaire qui diffère peu de 9, H(I,2(t)). Si, pour une péri- 
ode, la variation du paramètre est faible la moyenne dans le temps de g(@œ,1,XA(P)) 
sera proche de la moyenne sur l'angle. Or celle-ci est nulle pour une fonction péri- 
odique” ; il en est donc de même pour le taux de variation moyen de la variable 
action. 


La théorie des invariants adiabatiques est d'une très grande importance pour le 
mouvement des particules chargées dans des champs magnétiques comme c'est le 
cas dans la magnétosphère ou dans les accélérateurs de particules. 


Donnons le résultat le plus important : on a vu que la variable action du mouve- 
ment cyclotron était le flux magnétique coupé. Celui-ci est un invariant adiaba- 
tique. Lorsque la particule se déplace vers des régions de champ croissant, le rayon 
cyclotron diminue pour conserver le flux et la vitesse 6, comme l'énergie cinétique 
du mouvement de rotation, croît. La conservation de l'énergie cinétique entraîne la 
décroissance de la vitesse parallèle au champ magnétique jusqu'à, éventuellement, 
une inversion de cette vitesse. Cette propriété est étudiée plus en détail dans le 
problème.7.8 (p. 317). 


5 La valeur moyenne d'une fonction périodique n'est pas forcément nulle, mais en l'occu- 
rence la fonction g(c) est la dérivée par rapport à @ d'une autre fonction et cette pro- 
priété est bien vraie. 


6 Voir le problème 6.4 (p. 262). 
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Problèmes : énoncés 


7.1. LIMITES DU DÉVELOPPEMENT PERTURBATIF 
[SOLUTION ET FIGURE P. 321] [| 


Une équation différentielle résolue par un développement perturbatif à tous les ordres. 


On désire résoudre par perturbation l'équation g = q- eq? (£e>0), où g(t) prend la 


valeur 1 lorsque {=0. On choisit comme solution de départ qo(t)= e, et un déve- 


loppement perturbatif de la forme gq(t)= Ÿ'e"q,(f). 

n=0 
Cette équation pourrait simuler l'évolution au cours du temps d'une population de 
bactéries qui se reproduisent proportionnellement à leur nombre, avec des méca- 
nismes extérieurs de limitation proportionnels au nombre de paires de bactéries. 


Montrer que la première correction est g1(£) = el (1 _ et) : 

Montrer, en appliquant la technique suggérée dans les rappels, que le terme perturbé 
d'ordre # est q,(t)=e"(1-e!}". 

La somme des corrections est la somme d’une série géométrique. Donner la solution 
totale et vérifier qu’elle n’a de sens qu'avant un temps critique que l’on calculera. 
Résoudre directement l'équation différentielle et la comparer à la solution perturbée. 
Conclusion. 

Montrer que la solution exacte tend vers une limite finie lorsque f — co. 


7.2. DÉVELOPPEMENT PERTURBATIF NON CANONIQUE VERSUS CANONIQUE 
[SOLUTION P. 323] su 


Des dangers d'appliquer la théorie des perturbations avec de mauvaises variables. 


Soit, avec un jeu de coordonnées convenables, la fonction de Hamilton d’un oscilla- 
i : - 17,2 2 1.3 
teur anharmonique : H(q,p)=3(q" +p°)+3eq. 


Le but de ce problème est de montrer la prudence qu’il faut garder si on n'utilise pas 
la théorie de perturbation canonique (basée sur les variables angle-action). 


Retrouver l'équation de Newton ÿ = -q-— eq”. 

On cherche la solution de cette équation, correspondant aux conditions initiales 
g(0)=1, 4(0)=0, sous forme d’un développement perturbatif en £ avec pour ordre 
le plus bas : 40(t) = cost. Donner l'équation différentielle pour g1(t) et la résoudre. 
Y a-t-il une modification de la période du mouvement ? 

Même question pour le deuxième ordre. On remarque que le deuxième membre de 
l'équation possède la période naturelle ; en conséquence, la solution croît linéaire- 
ment dans le temps. C'est un terme dit séculaire. 
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Cette dernière solution n’est plus périodique (elle doit l'être certainement pour un 
domaine d'énergie donné) et n’est donc valable que pour des temps petits. On va 
voir que cet inconvénient disparaît si on fait le bon choix des coordonnées. 

Utiliser la théorie canonique, montrer qu'il n’y a pas de modification de période au 
premier ordre. Calculer la pulsation au deuxième ordre en fonction de l’action (par 
exemple en utilisant la formule 7.6 ou les résultats du problème 7.4). 


7.3. PREMIÈRE CORRECTION CANONIQUE AU PENDULE 
[SOLUTION ET FIGURE P. 325] CEE 


L'exemple classique du pendule simple traité par perturbation. 

On s'intéresse à un pendule simple de masse #1 et de longueur {. En utilisant 
comme coordonnée généralisée q, l'angle entre la direction du pendule et la verti- 
cale, on rappelle que la fonction de Hamilton du système est : H(q,p)= p° /QmP) 
+ mgl( —cosq). 

Rappeler le changement de coordonnées Q(q) qui permet de ramener le hamilto- 


nien du système harmonique (correspondant à de faibles amplitudes) à sa forme 
usuelle : 


Ho(Q, P)= Lo(P? +0?) 


où = Vg / l'est la pulsation non perturbée. 
On désire à présent tenir compte de l’approximation quartique (en qg*) provenant 
du développement de cosg dans le hamiltonien original. En utilisant les expressions 
des variables angle-action adaptées au hamiltonien non perturbé H,, écrire la fonc- 
tion de Hamilton K(@,1) à l’approximation quartique. 
Effectuer sur celle-ci un traitement des perturbations au premier ordre, pour trou- 
ver l'expression de l'énergie K(J) et de la nouvelle pulsation @(J) à l’aide du nou- 
veau jeu angle-action (6,/). 
Déterminer, toujours au premier ordre des perturbations, la transformation cano- 
nique &(6,/]) et (6,7) entre le nouveau et l’ancien jeu angle-action. 
Montrer que la période exacte du pendule à l’approximation quartique (hamiltonien 
incluant les termes en q°? et q*) est donnée par l'expression suivante, où gq,, est 
l'élongation maximale : 
4 | dq 1 

a ne dde 

oV1- 45, /12 041-497 X1-uq°) (2/qu)-1 


T = 


L'intégrale intervenant dans cette formule est dite intégrale elliptique complète de 
première espèce K{(1).Sa valeur est donnée par des algorithmes numériques connus. 
Des valeurs remarquables sont K(u=0)=r/2 et K(u =1)=. Pour quelle valeur 
de q, la période tend-elle vers l'infini ? 
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Montrer que, pour le vrai pendule (hamiltonien en cosg), la période est donnée par 
1 
: 4 da 
l'expression analogue T = J 
So 4-47) ua?) 


valeur de q,, la période tend-elle vers l'infini ? 


, avec u=sin?(q,, / 2). Pour quelle 


7.4. ET AU-DELÀ DU PREMIER ORDRE ? [SOLUTION P. 328] un 
Théorie canonique des perturbations menée au second ordre. 


On veut reprendre la démarche étudiée dans les rappels maïs en continuant le déve- 
loppement au deuxième ordre. Nous considérons toujours un système autonome à 
un degré de liberté. On suppose connues ou on retrouvera les corrections au premier 
ordre (à reprendre des rappels de cours, formules 7.3, 7.4). 


Calculer, en fonction des corrections à l’action 1 D &æI @) la correction au second 
ordre pour le hamiltonien K@) (}). 

En déduire la dépendance en angle de la deuxième correction à l’action non pertur- 
bée 10). 

Montrer que la conservation de l’aire pour une transformation canonique au deuxi- 
ème ordre donne : 


27 
f1@(@, J)da = 0 
0 


A partir des questions précédentes et des résultats relatifs au premier ordre, calculer 
la correction au second ordre pour le hamiltonien, en fonction du potentiel perturba- 
teur. On introduira la valeur moyenne du carré de l'interaction (à ne pas confondre 


= 27 
avec le carré de la valeur moyenne V(P?) : v2(J) = == RACALC 
ñ 
0 


Toujours grâce à la conservation des aires, montrer que 240 2)(@, 7) = 212 (a, J) et 
en déduire la première partie de la transformation canonique a(,/), poussée au 
deuxième ordre. 

Achever de préciser la transformation canonique en calculant 1[(6,/) au deuxième 
ordre. 


7.5. INVARIANT ADIABATIQUE DANS UN ASCENSEUR ISOLUTION P. 330] MM 
Une drôle d'expérience dans un ascenseur. 


Une balle de masse "#1 rebondit de façon élastique sur le plancher d’un ascenseur, 
dans un champ de pesanteur constant g. Nous ne considérons que le mouvement 
à une dimension le long de la verticale. L’ascenseur démarre lentement avec une 
accélération nulle au départ, puis la hauteur du plancher au-dessus du sol est repé- 
rée par la loi horaire h(f). En fin de trajet, l'ascenseur décélère lentement puis 
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s’immobilise. On suppose que le mouvement s'établit de façon adiabatique (l'accé- 
lération varie très peu entre deux rebonds). 


En choisissant pour coordonnée généralisée Q la hauteur de la balle au-dessus du 
plancher de l'ascenseur, donner l'expression du lagrangien L(Q,Q, t). Trouver pour 
celui-ci une forme plus simple en ajoutant la dérivée totale d’une fonction F(Q,t) 
bien choisie. En déduire le hamiltonien correspondant H(Q, P,t). 

Calculer l’action I(E,a) au temps f, lorsque l'accélération de l'ascenseur prend la 
valeur (t)= a (on peut également se reporter au problème 6.3 pour ce point). Don- 
ner le lien entre l'énergie E et la hauteur maximale Q,.., atteinte par la balle dans 
ces conditions. 

En utilisant la condition d’adiabaticité, montrer que la hauteur du rebond obéit à la 


relation : Qinax (4) / Qrnax (0) = (g 184 a)*. 


Quelle est la hauteur du rebond après l'arrêt en fin de parcours ? 


7.6. INVARIANT ADIABATIQUE ET DÉTENTE ADIABATIQUE 
[SOLUTION P. 332] BSE 


27 


Les murs n'ont pas d'oreilles” mais des “ailes”. 


Dans ce problème, on reprend le système décrit dans le problème 6.2 (p.261). Une 
particule, de masse #1, se déplace librement sur un axe Ox entre un “mur” situé 
en O (x=0) et un “mur” situé en À (x =L). Arrivée sur l’un des murs, elle rebon- 
dit de façon élastique (changement de signe de la vitesse) et reprend son chemin 
librement dans l’autre sens. Le hamiltonien correspondant est un “puits carré”, 
qui peut être simulé par un potentiel moins singulier, comme suggéré dans le pro- 
blème 6.2 (p. 261) (dans ce dernier problème les abscisses des parois étaient en —-4 
et a au lieu de 0 et L ; on fera l'identification évidente L = 24). Pour la suite, nous 
n'avons besoin que du fait que la vitesse de la particule est constante entre les murs 
et qu’elle change de signe lors de la collision sur un mur fixe. 


tA 


Figure 7.1 


Mouvement schématique de la particule 
entre un mur fixe à gauche et un mur 
se déplaçant à vitesse constante à droite. 
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Les deux murs sont supposés fixes. Calculer l’action de la particule en l’exprimant 
en fonction de la vitesse v ou de l'énergie E. 

On suppose maintenant, et dans toute la suite, que le mur de droite À s'éloigne du 
mur fixe avec une vitesse constante u. On désigne par v, le module de la vitesse 
après le n-ième choc sur le mur fixe. Donner la relationentre v,, et v,.Endéduire 
l'expression de v, en fonction de la vitesse initiale v, (au moment du début de 
déplacement du mur mobile). 

Dans cette question, on calcule l’action 1,, qui dépend du temps, au moment où la 
particule touche le mur mobile, après son n-ième choc sur le mur fixe (action calcu- 
lée entre deux chocs sur le mur mobile). C’est cette définition qui est d'usage cou- 
rant dans la littérature. On introduit la quantité sans dimension z,, = u / (vo —-2nu). 
Donner le lien entre 1,,; et 1,. Montrer que l’action reste constante lorsque la condi- 
tion d’adiabaticité est réalisée (u << v,,). 

Dans cette question, on calcule l’action 1, immédiatement après son #-ième choc 
sur le mur fixe (action calculée entre deux chocs sur le mur fixe). Donner le lien 
entre 1,,,1et 1,. Conclusion. 

On considère à présent la même particule enfermée dans une boîte parallélépipé- 
dique, qui se dilate de façon homothétique dans le temps, c'est-à-dire que sa lon- 
gueur L; (i=x,y,z)surl'axe Oi augmente de façon linéaire dans le temps : L; =u;t. 
On parle d’une détente adiabatique, en ce sens que la particule continue à rebondir 
sur les parois, de façon élastique, sans céder de chaleur au milieu extérieur (en 
dehors de l'enceinte). On rappelle que l’énergie cinétique est proportionnelle à la 
température T. En utilisant le résultat de la question 3 ou 4, quelle est la relation 
entre le volume V de la boîte et la température absolue T lors d’une dilatation 
adiabatique ? 


7,7. CHARGE DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE LENTEMENT VARIABLE 
[SOLUTION ET FIGURE P. 334] CLR] 


Encore et toujours des champs électromagnétiques. 


On reprend le problème de la particule de masse "1, de charge électrique q,, plon- 
gée dans un champ magnétique B dirigé selon l’axe Oz. Nous supposons d'abord 
un champ B uniforme et constant. Nous rappelons que le mouvement le long de B 
est uniforme et que, dans le plan perpendiculaire, la trajectoire est un cercle par- 
couru avec une vitesse angulaire constante © = 4,B / m, appelée pulsation cyclotron. 
Nous nous intéressons à ce mouvement à deux dimensions dans le plan xOy (voir 
le problème 2.9, sur le mouvement cyclotron, p. 66). 


À l'aide des invariants adiabatiques, nous pouvons étendre ces résultats à une situ- 
ation moins académique pour laquelle le champ peut être ni uniforme, ni constant. 


Commençons notre étude par le cas d'un champ constant. Nous nous plaçons 
désormais dans la jauge pour laquelle le potentiel vecteur est A =(-1yB,0,0). Les 
coordonnées généralisées sont les coordonnées cartésiennes (x, 17). 
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Rappeler le lien entre l'impulsion et la vitesse, puis l'expression du hamiltonien de 
la particule avec ce jeu de coordonnées. 


Il est utile d'effectuer une transformation canonique passant des anciennes coordon- 
nées (x,y) à de nouvelles coordonnées (6,Y). Celle-ci est régie par une fonction 
génératrice de type 1 (revoir si nécessaire le chapitre 6 pour ce point particulier) : 
G1(d,Y,x, y) = C[£(y-Y}cotan(t)+xY|, où C est une constante pour le moment 


indéterminée. 


Exprimer les nouvelles variables (coordonnées et impulsions) en fonction des 
anciennes. 

Déterminer la constante € de manière à obtenir une forme simple pour le hamilto- 
nien dans le nouveau jeu de coordonnées. Donner l'expression de celui-ci. Le système 
est-il intégrable. Quelles sont les variables angles-actions ? 

Exprimer les anciennes variables en fonction des nouvelles, de même que les com- 
posantes et le module de la vitesse. Interpréter les nouvelles coordonnées. Montrer 
que p4 est proportionnel au flux magnétique ® à travers le cercle cyclotron, ainsi 
qu'au moment magnétique L créé par le mouvement cyclotron. 

Montrer que l'énergie peut s'interpréter comme le couplage d'un moment magné- 
tique avec un champ magnétique : H =-U: B. Montrer que ji et B sont colinéaires 
mais de sens opposé. 


Maintenant on suppose qu'un opérateur donne une dépendance en temps B(f) au 
champ magnétique, celui-ci restant toujours dirigé le long de l'axe OZ (ou que la 
particule dans son mouvement le long des lignes de champ magnétique voit chan- 
ger celui-ci). Cette dépendance est supposée adiabatique, c'est-à-dire qu'une varia- 
tion notable de B(f) demande un temps très largement supérieur à la période cyclo- 
tron du même système. 


Quelle est la quantité qui reste constante au cours du temps ? 


Cette transformation nous permet de généraliser la notion de dérive de l'orbite cyclo- 
tron (que l'on a déjà vu dans le problème 2.9 avec l'adjonction d'un champ électrique 
supplémentaire). Imaginons une force supplémentaire F agissant sur la particule. 
Pour être simple cette force dérive d'un potentiel V(y), qui ne dépend que de la 
coordonnée y et qui varie lentement sur une distance de l'ordre du rayon cyclotron. 


Ecrire le hamiltonien complet, ainsi que les équations de Hamilton relatives aux 
variables Ÿ, 7. En déduire qu'en moyenne sur un tour, le centre du cercle cyclotron 
dérive selon OXx avec une vitesse que l'on calculera. 

Ce résultat est très général : il y a dérive perpendiculairement à la force, c'est-à-dire 


le long des équipotentielles, avec la vitesse Va = (B AE ] / (qeB?). 
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7.8. UN PEU DE LUMIÈRE SUR LES AURORES BORÉALES 
[SOLUTION ET FIGURE P. 338] EE 


Un phénomène naturel fascinant passé à la loupe. Il est vivement conseillé de résoudre aupa- 
ravant les problèmes 2.9 et 7.7. 


À une bonne approximation, le magnétisme de la Terre est celui d'un dipôle magné- 
tique. Dans le plan équatorial magnétique, le champ magnétique, qui lui est perpen- 
diculaire, a pour intensité B, =0,31 1074 (Rr /RŸ Tesla (B, pour valeur de B à 
l'équateur) ; dans cette formule Ry désigne le rayon terrestre et R la distance au 
centre de la Terre, pour laquelle ce champ est mesuré. 


Un électron, de masse #1, de charge gq, et d'énergie E, traverse ce plan équatorial, 
à la distance K du centre de la Terre, sa vitesse formant un angle & avec la direc- 
tion du champ magnétique. 


Rappeler l'expression de la pulsation cyclotron et montrer que le rayon cyclotron 
(projection de la trajectoire sur le plan équatorial) est à la limite non relativiste : 


R; = V2mE sin? à / (q:B;). En unité de rayon terrestre, combien vaut ce rayon pour 
a =7/4, pour une énergie E = 60 keV, à une distance 1,5 Rr du centre de la Terre. 
Donner aussi la période de cette rotation cyclotron. 

On donne 4, =1,6 10 1° C, m=9,11 10°! kg, Rr = 6367 km. 

Montrer que la variable action (se reporter au problème 7.7) vaut : 

Po = ME sin? & / (4eBe). 

L'électron s'enroule en hélice autour des lignes de champ et voit donc un champ 
magnétique qui croît lorsqu'il se rapproche d'un pôle. La variable action est un 
invariant adiabatique. 

En notant par s la distance parcourue le long de la ligne de champ, par B(s) l'inten- 
sité de celui-ci (B, = B(s=0)), montrer que l'énergie associée au mouvement de 
rotation est Esin? & B(s) / B,. L'énergie totale de la particule est une constante. Pour- 
quoi ? En déduire que l'électron, quelle que soit son énergie, ne peut pas explorer 
une région proche du pôle pour laquelle le champ magnétique dépasse la valeur 
B(5,5) = Be / sin? œ. 


La particule rebondit dans les régions de champ fort près des pôles et effectue des 
rebondissements successifs d'un hémisphère à l'autre. 


Montrer que la période des ces allers-retours est donnée par l'intégrale : T = 


Sn 


Sn 


En se rapprochant des pôles, donc de l'atmosphère, les charges électriques piégées 
par ce mécanisme (essentiellement des protons et des électrons) heurtent finale- 
ment les atomes de la haute atmosphère qui passent alors dans un état excité. La 
désexcitation de ceux-ci s'accompagne alors d'une lumière qui est à la naissance 
des aurores boréales. 
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En fait, ce mouvement de rebond d'un pôle à l'autre ne se cantonne pas au voisinage 
des lignes de champ. Globalement, le mouvement se décale vers l'est pour des élec- 
trons, vers l'ouest pour des protons. 


Grâce aux résultats du problème 7.7, nous allons comprendre ce phénomène. 

On sait que le mouvement cyclotron engendre un courant, qui lui-même engendre 
un moment magnétique dipolaire 1. L'énergie de rotation peut être considérée 
comme le couplage de ce moment magnétique avec le champ magnétique E = -li-B ; 
le champ magnétique exerce une force et un couple sur ce moment magnétique. 


5 Montrer que, dans notre cas, cette force à l'équateur, qui tend à éloigner le dipôle de 
la Terre, a pour valeur F =3E sin? & / R. En déduire que la vitesse de dérive vers 
l'est pour les électrons au voisinage de l'équateur vaut V, =3E sin? © / (4eBeR). 


Remarques supplémentaires 


Ce problème admet beaucoup de prolongements intéressants. Le lecteur curieux 
trouvera sans peine des études plus complètes dans une encyclopédie, ou sur Inter- 
net. Soulignons seulement quelques points importants. 


+ En fait, le champ magnétique terrestre n'est pas exactement celui d'un dipôle et 
cela conduit à des modifications du comportement ; de plus, le vent solaire joue 
un rôle non négligeable ; 


+ il existe deux invariants adiabatiques associés aux deux mouvements périodiques: 
nord-sud et rotation autour de la Terre due à la dérive ; 


+ une autre cause de dérive est la force centrifuge résultant de la courbure des lignes 
de champ. 


7.9. PERLE SUR UNE TIGE RIGIDE : LA PHASE DE HANNAY 
[SOLUTION P. 340] Eux 


Une expérience amusante, facile à réaliser. 


Dans ce problème, nous allons retrouver un résultat dû à HANNAY qui donne plus 
de précision sur la variable angle. 


Nous considérons une perle, de masse 71, astreinte à coulisser sans frottement sur 
une tige rigide plane fermée, de forme quelconque, de périmètre L, enserrant une 
surface S. La position M de la perle sur la tige est repérée par son abscisse curvi- 
ligne s(f), en prenant pour une origine un point quelconque de la tige. 


Dans une première expérience, la tige reste fixe dans le plan et la perle se déplace 
avec la vitesse constante & (la seule force à laquelle elle est soumise est la force 
de réaction normale à la tige ; elle ne travaille pas et donc ne modifie pas l'énergie 
cinétique, ni par conséquent la vitesse linéaire). La distance parcourue pendant le 
temps t est Do(f) = épt. On appelle t= L / & le temps mis par la perle pour effec- 
tuer un tour complet. Cette expérience est l'expérience témoin. 
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Figure 7.2 - Expérience de la perle coulissant sur une tige fermée 
en rotation et son expérience témoin (voir énoncé). La perle est repérée par 
l'abscisse curviligne s(t) par rapport à une origine quelconque de la tige. 


Dans une seconde expérience, on s'intéresse à un système en tout point identique 
au précédent, mais on va faire tourner la tige dans son plan, autour d’un axe pas- 
sant par un point O quelconque à l'intérieur de la tige (un point à l'extérieur ne 
pose pas de problème de principe et se traiterait quasiment de la même façon). La 
tige effectue un tour (rotation de 2x) pendant le temps T. La vitesse angulaire de 
rotation de la tige est notée 6(+). Nous supposons 0(0)=0, puis cette valeur croît, 
passe par un maximum et décroît pour s’annuler à nouveau au temps T : @(T)=0. 
La forme particulière de cette fonction est sans importance, pourvu que le compor- 
tement soit adiabatique, ce qui peut se traduire par la condition t <<T. 


Pour les deux expériences, les perles partent avec les mêmes conditions initiales 
So,$0- On fait démarrer la rotation de la tige pour la deuxième expérience. Le but 
de l'expérience est de mesurer les positions respectives des deux perles au bout 
du temps 1’, correspondant à un tour de la tige mobile. 


Comme on va le voir, la perle de la deuxième expérience reprendra sa vitesse initi- 
ale $. Elle aura parcouru sur le cerceau une distance D (d'autant plus grande que 
T et & sont grands), tandis que la perle témoin parcourt D,. La propriété remar- 
quable qu'HANNAY a découverte (pourvu que la condition d’adiabaticité soit réali- 
sée), c'est que la différence D — D, est constante, laissant donc une signature indé- 
lébile de la rotation du cerceau. Cette propriété est indépendante de la position de 
l'axe de rotation et de la vitesse de rotation (f) ; elle n’est fonction que de la forme 
de la tige ; on dit qu’elle est de nature géométrique. 


1 Soit r(s) = OM, la distance à l'axe de rotation de la perle lorsque celle-ci se trouve à 
l’abscisse 5. En composant vitesse relative et vitesse d'entraînement, calculer l'éner- 
gie cinétique T,;,. Par commodité, on introduira le vecteur unitaire f(s), tangent à 
la tige en M. 

2 Montrer que, si on néglige le terme vitesse d'entraînement au carré, l'énergie ciné- 


tique est T;, = +m(s + 4A'(s)66), où A’(s) est la dérivée par rapport à l’abscisse 


curviligne de l'aire balayée par le rayon vecteur r(s). 
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3 Grâce aux équations de Lagrange, montrer que si @ est constant, & l’est aussi. 
Retrouver ce résultat directement avec la force de Coriolis. Donner l’expression 
du hamiltonien. Il ne dépend pas du temps. En déduire que la vitesse $ est une 
constante du mouvement. 


4 Calculer l’action 1 = Z fr(sds, en effectuant l'intégrale sur un tour effectué par la 
tré 


perle. Quelle est l'expression de la variable angle conjuguée ? 
(Indication - L'angle varie linéairement dans le temps, comme l’abscisse curviligne.) 

5 On suppose désormais une variation adiabatique pour $. Donner l’expression de la 
vitesse £(f). 

6 En déduire la différence des distances parcourues avec et sans rotation pour un tour 
du cerceau pendant le temps T. 

7 On peut définir une phase moyenne $, correspondant à la position de la perle, de 
façon que cette phase augmente de 27 pour un tour sur la tige ; ainsi B=2rD /L. 
La différence de ces phases entre les deux expériences s'appelle la phase de Hannay 
Bx. Calculer sa valeur et montrer qu’elle ne dépend que de la forme géométrique 
de la tige. Vérifier le résultat dans le cas où la tige a une forme circulaire. 


Remarque importante —- On peut imaginer pour la tige une forme complexe présentant 
des boucles enchevêtrées ; il faut comprendre dans ce cas $ comme la somme algé- 
brique des aires (comptées positivement si on tourne sur la boucle dans le sens de 
rotation de la tige, négativement dans le cas contraire). En particulier, une tige en 
forme de “8” possède une phase de Hannay nulle, le retard accumulé sur une boucle 
étant exactement compensé par l'avance accumulée sur l’autre ! 
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Problèmes : solutions 


7.1. LIMITES DU DÉVELOPPEMENT PERTURBATIF [ÉNONCÉ L. 311] 


On veut résoudre l'équation différentielle 4 = q— eq? avec la condition initiale g(0) =1. 


On procède par perturbation et on pose g= Ÿ'e"q,, d'où l'on tire simplement 4 = 
n=0 
00 co h—] 
Yeah, et eg? = Ye" V qui 1. L'équation différentielle implique alors l'égalité : 
n=0 n=1  i=0 
co co n—1 
do + DE "qu = q0 + DE" |qu— Ÿqiqu-; 1 |. On fait l'identification terme à terme des 
n=1 n=1 i=0 
coefficients du polynôme en £ pour trouver : 
n-—1 


Go = 40 : n =An- D GiQn-i-1 
i=0 


Pour tenir compte de la condition initiale g(0) = 1, nous imposons les contraintes 
4o(0) =1 et g,(0)=0 Vn. La première équation à l'ordre 0, 45 = go, s'intègre pour 
donner go(t}= el. La correction d'ordre 1 s'obtient en faisant n=1 dans les équa- 
tions couplées, c'est-à-dire gi = 41 — = me. L'intégration de cette équation ne 


t 


présente pas de difficulté et fournit : g, =e — e2!, Nous avons déterminé la correc- 


tion du premier ordre : 


m@y=e(1-et) 


Pour les ordres supérieurs, nous raisonnons par récurrence. Posons donc: q;(f) = 
i 
el (1 et) ; le premier ordre est bien vérifié. En reportant cette hypothèse dans 
l'équation d'ordre n, il vient: 4, =q, -ne?(1-e!}"-1. On peut se convaincre (en 
h 
intégrant celle-ci ou en se bornant à vérifier) que q,(t)= e! (1 — e!) en est la solution 
avec la condition initiale imposée. La récurrence est démontrée et on a l'expression 


de la correction d'ordre n : 


nt) = e{i-et) 


es n 
Dans ce cas particulier, la série totale g(t)=et Ÿ e(1-et)| a le bon goût d'être à 
2. h=— 


caractère géométrique de raison efi-et). On peut la sommer à condition que la 


valeur absolue de la raison soit inférieure à 1, ce qui se traduit par l'existence d'un 
temps critique f,, lorsque la raison vaut 1. Explicitement : 
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1 
te = fi + à) 


Si f<t,, il est licite de sommer la série, ce qui fournit la solution, obtenue par per- 
turbation à tous les ordres : qu;5(t) = et / ef el). que nous mettrons sous la 
forme plus agréable : 


1 
pet) 
ué e+(tse)e 
Sur cette forme, on vérifie d'une part que la condition initiale est bien vérifiée : 
Apert(0)=1, d'autre part qu'en faisant € =0 on retrouve la solution non pertur- 
bée gp(t). 


L'équation différentielle originale est séparable et s'intègre donc facilement ; avec la 
condition initiale, la solution est t = In[q( —€)/(1- eq)|, qui, après réarrangement, 
s'écrit tout aussi bien : 


1 
QE — 
é+(l—s)e À 
q(E) À 
10 De ST ne ne nn da musee So Le net mat C2 Re Pt A TN Les 
L _--"7exact 
8  E 
F Pad 
6 | 227 
E 
4 
21F 
CE ES PO D 
1 2 fà 3 4 5 + 


Figure 7.3 - La solution exacte de l'équation différentielle proposée, pour € = 0,1, 
ainsi que son asymptote, est indiquée par un trait discontinu. Les approximations (0) : qo, 
(1) : go + qi, (2): qo + qi + go, en trait plein, reproduisent de plus en plus précisément 
la solution exacte. Le temps critique t est également représenté par un trait vertical. 


On voit donc que g{f)= Apert (+) Les deux solutions coïncident, mais la solution 
perturbative n'a de sens que si le temps est inférieur au temps critique, alors que 
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la solution exacte n'est soumise à aucune restriction. On peut considérer la solu- 
tion exacte comme le prolongement analytique de la solution perturbée au-delà du 
temps critique. 

Sur la figure 7.3, nous avons montré comment les approximations successives appro- 
chent la solution exacte. 


Sur l'expression précédente de gq(t), on voit immédiatement que : 


1 
Or 


7.2. DÉVELOPPEMENT PERTURBATIF NON CANONIQUE 
VERSUS CANONIQUE [ÉNONCÉ P. 311] 


Avec le hamiltonien H(q,p)= 1(p° +q2)+elaÿ, les équations de Hamilton 
s'écrivent 49=0,H=p et p=-0,H- -q-eq2. En prenant la dérivée par rapport 


au temps de la première et en reportant dans la seconde, on aboutit à l'équation 
de Newton : 


q=-q-€q 


On fait un développement au premier ordre de la solution : g(f)= qo(t)+£€qi1(#) ; en 
reportant dans l'équation de Newton et en identifiant les termes de même ordre, on 
obtient les équations : 9 =-90 ; 41 =-4% re La solution de la première équa- 
tion qui vérifie les conditions initiales q9(0)=1, 40(0)=0 est tout simplement 
4o(t) = cost. En reportant cette valeur dans la seconde équation différentielle, celle- 


ci devient : ÿ1 +91 =-cos? {= -2(1 +cos(2t)). Pour assurer les conditions initiales 

sur la solution complète, les conditions initiales concernant cette correction au pre- 

mier ordre sont à présent g1(0)=0, g,(0)=0. La solution de l'équation différenti- 

elle cherchée s'obtient par les techniques standard ; la solution générale de l'équa- 

tion sans second membre est Asint+Bcost, tandis qu'une solution particulière est 
1 


SE Lcos(2t). Les constantes À et B résultent de l'application des conditions ini- 


tiales. Finalement la correction au premier ordre est : 


qa(t)= -+ ++cost + Lcos(2t) 


On voit donc que la période de 41(f) est encore 27, de même que celle de gÿ(t). La 
période du système n'est pas affectée au premier ordre. 


Poussons le développement au second ordre gq({t) = qo(t)+€eq1(t)+ e?qo(t). En pro- 
cédant selon la technique habituelle, nous obtenons, en plus des deux équations 
différentielles résolues de la question précédente, l'équation supplémentaire du 


324 PROBLÈMES CORRIGÉS DE MÉCANIQUE 


second ordre : ÿ2 = —92 — 24041. À l'aide des expressions de go et qg explicitées dans 
la question 2, l'équation différentielle que nous devons intégrer est la suivante : 
ÿ2 +2 =- + + 2 cost — Lcos(2f) - Lcos(3t). Les conditions initiales sur la fonction 
inconnue sont à présent g2(0)=0, 4(0)=0. Là encore la technique de résolution 
est standard. On remarque tout de même que dans le second membre apparaît un 
terme de même période que la période propre. On sait que dans ce cas la solution 
nécessite un terme spécial linéaire en temps. La solution cherchée ne pose pas de 
problème particulier. On trouve : 


g2(f) = L + 2 cos f + 5 tsint+ Lcos(2t) +  cos(3t) 


Cette solution contient un terme séculaire qui croît avec le temps ; cette solution 
n'est plus périodique, contrairement à ce qu'on attend physiquement. La théorie 
des perturbations avec ce jeu de coordonnées montre ici ses limites. 


On va faire le développement perturbatif à l'aide des coordonnées angles-actions ; 
on fait auparavant la transformation canonique qui passe de l'ancien jeu q,p au 
nouveau @,1, à savoir q= \21 sino, p= V2I coso. Celle-ci permet de mettre le 
hamiltonien non perturbé sous la forme H4(1) = T et la perturbation Vi(c, ])= 17 
= 1(21°° sin” ©. Il est facile de calculer alors les valeurs moyennes du potentiel 


_— 1 27 =: 1 27 5 
VD==— [V(a,Pda=0, V?(p}=— [V?(œ,J)da = J. Le hamiltonien per- 
27 0 27 0 18 


turbé K(J), au second ordre est K(J)= Ho()+eK0)(J)+e2K02(J). La correction au 


premier ordre vaut simplement (voir les rappels) K(J)=V()=0 et par consé- 
quent, à cet ordre, la pulsation @(/)=9,K(J) se réduit à la pulsation non perturbée 


@0(7)=0d;H0()=1. 
Au premier ordre @(J)=0&0()=1 


Comme dans la question 2, on constate qu'il n'y a pas modification de la fréquence 
au premier ordre. 


Pour obtenir la correction au deuxième ordre (voir problème 7.4), il faut calculer la 


quantité U(J)= (VoY - V2())/ Gao) se _ 


ordre pour le hamiltonien vaut K@)(J) = oju(J)= Se On en déduit la pulsa- 


JF: La correction au deuxième 


tion perturbée &(J) = d}K(J) = 1-2]. 


5 
Au second ordre o(J)=1- 6 E?] 
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A cet ordre, la pulsation est affectée, mais dans ce jeu de coordonnées, contrairement 
au jeu original, le système reste périodique, comme il se doit. D'où la nécessité d'uti- 
liser une théorie canonique des perturbations. 


7.3. PREMIÈRE CORRECTION CANONIQUE AU PENDULE [ÉNONCÉ P. 312] 


À partir du hamiltonien original H(q,p) = p? / ml F3 + mgl(l- cos q), nous obtenons 
l'approximation harmonique en nous limitant au développement au second ordre 
dans le cosinus, soit H6(q,p) = p? / Qml?)+ mglq? /2. On introduit la pulsation 
naturelle © = \g/1 pour réécrire H(q,p)= p? /@ml?)+ ml0°?q? /2. Faisons le 


changement de variables Q = q\m@l 2,Pp= p / Vmol? (de façon à assurer une trans- 
formation canonique {P,Q}={p,q}) ; ce simple remplacement dans Hy permet de 


réécrire celui-ci sous la forme standard : 


Ho(Q,P)=+o(P? +0?) 


Les variables angles-actions @&,1 s'obtiennent grâce à la transformation canonique 
Q=V2Isina, P = V21 cos &.. Celle-ci donne l'expression du hamiltonien H,(1) = œl. 
Si on va à l'approximation quartique dans le développement du cosinus, on rajoute 
à H, la perturbation V = -Lmglq®, qui, dans les nouvelles variables, s'exprime 


comme V(a,1)=-(1 2 sin* a) / (6ml?). Le hamiltonien perturbé prend la forme : 


1? sin o 


K(@,1)= H5(1)+V(a, 1) = œI - ; 
ml 


La correction au premier ordre du hamiltonien résulte de la théorie générale canoni- 
27 


que des perturbations KO)(J) =V(})= _ RACALC Avec la valeur de la pertur- 
0 
bation présentée dans la question précédente, cette valeur est — J? /(16m1°). Ainsi, 


au premier ordre des perturbations, le hamiltonien prend la forme : 


2 
16m? 


K(J)= @] — 


On en déduit la pulsation du système &(J) =9;K(J), soit : 


J 


@(J) = mr 
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La correction au premier ordre de l'action est donnée de façon générale par (voir les 
rappels, formule 7.4) : I (@, 7) ={k0()-V(a,1n)/60 (D. Dans ce cas précis, un cal- 


cul élémentaire fournit 1 (a, })= J(cos(40) —4cos(20))/ (48m). Quant à la cor- 
rection pour l'angle, elle provient de la relation générale (voir rappels, formule 7.4) : 
à ne = à 70) ui, dans ce cas, donne à (æ, D) = J Lsin(4a) - 2sin(20) 5 
i F4 24m20 F 
Enfin la transformation canonique est complète en inversant le développement 
perturbatif et en restant cohérent à cet ordre de perturbation. On tire œ(®,/)= 
o—60)(6, 7) et 1(6,/)= 7} + 106,7). Avec les expressions de I et og) dérivées 
un peu plus haut, nous achevons la détermination de la transformation canonique : 


| ] * 
A D=b+ [8sin(26) - sin(40)] 
È Fe L 
IG D=T+ErS [cos(4®) - 4cos(26)] 


Le hamiltonien est autonome ; sa valeur reste égale à l'énergie E. Si on se borne au 
développement quartique, ceci implique E = LuPg + Lnglqg® L 4 mglq*. Il est plus 
astucieux d'introduire l'élongation maximale (amplitude du pendule) g,, ; on a alors 
E= Lmelqé = A mglqn. On réécrit l'équation de conservation de l'énergie sous la 
forme q? = @2(q2, -)(1 (ge +9)/12). C'est une équation différentielle séparable 


qui permet d'avoir accès à la loi horaire et à la période T ; celle-ci est quatre fois le 
temps nécessaire pour faire passer l'angle de 0 à q,,, soit : 


: 4 Tin dq 
® 0 ana X1-(4° +q%)/12) 


T 


En faisant le changement de variable u = q/q,, et en posant 1 =1/(12/ 4, — 1), on 
transforme l'expression de la période sous la forme : 


4 [ du 
o1- 41120 Ja - 12)[1 - pu?) 
On reconnaît pour l'intégrale la forme de l'intégrale elliptique complète K(u). Fina- 
lement l'expression de la période à l'ordre quartique vaut : 


T = 


4 1 
FO Per: 
@1-42 /12 ÉrE 
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La période devient infinie lorsque l'intégrale elliptique est elle-même infinie. Cela se 
produit lorsque son argument vaut 1, autrement dit lorsque q,, = 6 rd (environ 


140°). L'autre possibilité q,, = +12 rd est à exclure car plus grande. 


Reprenons le cas exact, en conservant l'expression du cosinus. Un raisonnement ana- 
logue au précédent permet de mettre l'expression exacte dela période sous la forme : 


T 


4 mi dq 

7 20 J Vcosq-cosq» 

Au lieu de la variable q, utilisons la variable 4 définie par sin(g/ 2)=sin(q,, / 2)u. 
Un peu de calcul élémentaire fournit la nouvelle expression de la période : T = 
4° du 

25 Je -u2)1-sin2 (qu Du) 


complète K(sin?(q» / 2)) et l'expression exacte de la période vaut : 


. On voit apparaître encore l'intégrale elliptique 


T= À K(sin? (an /2)) 


T 


2,5 


Exact : cos(q) 
=1-92/12 + g4/24 


1,5 .* Par perturbation 


T/T (harmonique) 


0 30 60 90 120 150 180 
Amplitude maximum en degrés 


Figure 7.4 - Rapport entre la période du pendule simple et la période correspondant 
à l'approximation harmonique en fonction de l'amplitude angulaire maximum de 
l'oscillation q,,. On considère l'approximation quartique cos q =1-— q /2+ q° / 24. 
En trait continu, la valeur exacte de cette approximation, qui est donnée par l'intégrale 
elliptique complète de la question 5. La période tend vers l'infini pour q,, = V6 rd 
Soit y = 140°. En traits disjoints, le résultat au premier ordre de la théorie canonique 
des perturbations pour l'approximation quartique, comme calculé à la question 3. 


Pratiquement superposée à cette courbe, on a la variation pour le pendule exact 
(question 6). La période tend vers l'infini pour q,, = nr rd soit q,, = 180°. 
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Dans le cas particulier du pendule, l'expression exacte n'est finalement pas plus 
compliquée que l'expression résultant de la théorie des perturbations. Si on fait 
Im — 180°, on voit, d'après les propriétés de la fonction elliptique que T — c, 
Un pendule lâché de sa position haute met un temps infini pour y revenir ! 

Sur la figure 7.4, nous comparons le rapport de la période dans diverses approxi- 
mations sur la période de l'approximation harmonique, en fonction de l'amplitude 
du lâcher. Pour les amplitudes faibles, les diverses approximations donnent des 
résultats similaires, mais pour les très grandes amplitudes, les désaccords peuvent 
être importants. 


7.4. ET AU-DELÀ DU PREMIER ORDRE ? [ÉNONCÉ P. 313] 
Poussons au deuxième ordre le développement suggéré dans les rappels : 
o(a,J)=0+ep{0 (0, p)+e 620,7) : 1(0,7)= 7 +e1 (a, J)+e71 270,7) 


Le nouvel hamiltonien est K(@,1) = Hj(1)+eV(a,1). On introduit le développement 


de 1 précédent dans cette expression, on effectue un développement de Taylor au 
second ordre et on identifie l'expression trouvée à celle du hamiltonien final, qui ne 


dépend que de }: K(J)= Ho()+eK 0 (}+e2K02(J). Cette identification conduit 
aux égalités (comme d'habitude, on note @ÿ(J)= 97H01) : 


KO()=10 (0, )@0()+V(,J) 
K® (D =1%(a, Deo()+10 (0, (8;V(, D}+4{10%(0, D} (8jwo() 


Tirer la valeur de l'action au second ordre 1(2) de la dernière égalité est très facile : 


Kk®(D-10(0, {ajv(o D}-1(1 00, D} 06 (1) 


PA &oU) 


où nous avons introduit, pour simplicité, @6(/)=07@0(J). 


Le passage des coordonnées ©, 1 aux coordonnées Ÿ, } résulte d'une transformation 
canonique ; par conséquent, il y a conservation de l'aire dans l'espace de phase, ce 
qui se traduit par $J do = $Ido, soit (puisque pour le nouvel hamiltonien } = Cte) 


27 27 

e fdo.100 +e? fdo 1@ 20. Cette égalité devant être vraie pour n'importe quelle 
0 0 

valeur de €, nous concluons : 


27 2r 
fdul (a, J)=0= [dur ®)(o,7) 
0 0 


QG 
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27 —= 27 
Définissons les quantités V(}) a LCA et v?(J) L _— [v?(o, J)da. En tirant 
0 0 


10) en fonction de K() et V eten reportant dans la contrainte de conservation de 
l'aire, on obtient la correction du premier ordre au hamiltonien KO (J) = V(J) et la 
correction à l'action 10 (@, J) = (VO) - V(.,J)) / &0(J). Ce sont les résultats présen- 
tés dans les rappels. 


On procède de même avec l'intégrale de 1 @ (quantité obtenue dans la question 2) 
qui doit s'annuler. Celle-ci se compose de trois parties. La première contribution est 


27 27 
Jdo K®)(J)=27k2)(J). La deuxième contribution s'écrit [de 1(«,J)(9,V (cr, J)) que 
0 0 


l'on transforme, après quelques manipulations et en utilisant l'expression de 1 2) déjà 


trouvée, en (2x / 20)| 27. LOUE OLA p)] = @x/200){ VO -V2()), 
27 

Quant à la dernière contribution (06) / 2001) | de(10 (a, D}, un traitement 
0 


analogue fournit son expression —-(2%@/(/)/ 25 VO» - v20)). En regroupant 


ces contributions, on obtient finalement : 


Kk®(p)=(1/ 2op(D)| à PUR -V20h)+ (60/60) - van) 


que l'on réécrit sous une forme plus sympathique : 


Drn2 _v2 
Key a) 


La conservation de l'aire dans l'espace de phase se traduit par un jacobien unité pour 
la transformation de l'ancien jeu de coordonnées vers le nouveau: D(]J,6)/D(1,@) 
=1. Une propriété bien connue des jacobiens permet d'écrire D(J,9)/D(1,a) = 
(D(J,4)/D(1,6))x(D(1,6)/D(1,@)). Une autre propriété connue est la suivante 
(D(J,6)/D(1,6)) =(D(,6)/D(,6)) *. La prise en compte de ces diverses propriétés 
montre que la conservation de l'aire est équivalente à la relation (D(1,6)/D(J,6)) = 
(D(4,4/D(L,a)). Or (D(1,6)/ D(,6))=[(or1)(de)-(061)(076)] qui, en profitant 
des propriétés (946) =let (d61) =0, se réduit à D(1,6)/ D(J,6) = d7l. Un raisonne- 
ment analogue donne D(1,6)/ D(1,@&) = d6%. Ainsi la conservation de l'aire se tra- 
duit, de façon beaucoup plus simple, par l'équation 9/1 = 04%. En se bornant au 
second ordre en €, cette égalité s'écrit 1+e07100) +e29712) = 1+ e 9691) + e2 00002). 


L'identification du terme au premier ordre donne : 
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260) (a, 7) A1 (o, 7) 
d& - a] 


L'identification du terme du deuxième ordre conduit ensuite à la conclusion : 


22) (a,7) _ A)(a, 7) 
dc o] 


Comme on le voit sur le raisonnement adopté, ce type d'équations est en fait valable 
à tous les ordres. 
L'expression 10 (@, 1) = (VO) - V(or, J)) / &o(]) a déjà été obtenue. En la dérivant par 


rapport à / eten intégrant par rapport à &, on parvient à l'expression de (0) : 
40(a,7)= [da2,[(V()-V(a,)))/ wo] 


G0(J) 


déduite dans la question 2. Tous les termes intervenant dans l'expression ont pu 
être déterminés à présent. Il suffit de faire leur remplacement pour avoir accès à 


La quantité I2)(o,]J)= a été 


la valeur de 1°), En dérivant cette expression par rapport à }, puis en intégrant 


par rapport à ©@, on arrive à la valeur de ®2)(o, J). Nous avons en main tous les 
éléments permettant de calculer la transformation canonique au second ordre. 


En partant des équations de transformation, en effectuant les développements limi- 
tés nécessaires, et en étant cohérents à tous les ordres de perturbations, on arrive aux 
expressions cherchées : 


a(b,n=6-e(9,n-e2[82(6, 17-606, n{a560(6, n)] 
1 D=7 +0, n+e{126,n-80(6, (0106, n)] 


7.5. INVARIANT ADIABATIQUE DANS UN ASCENSEUR [ÉNONCÉ P. 313] 


Si on désigne par q la hauteur de la balle au-dessus du sol et par Q sa hauteur 
au-dessus du plancher de l'ascenseur, nous avons le lien évident: Q =gq-—h(t). Le 


lagrangien original est simplement L(q,4)= Lg? — 1gq. À l'aide du lien précédent, 
: : -\2 
on l'exprime dans les nouvelles coordonnées : L(Q,0Q,t) = 4 m(Q + ï) — mg(Q +h) = 


LmQ° — MSQ + mOh + 4 mh? — mgli. Sans changer les équations du mouvement, on 


peut ajouter au lagrangien la dérivée totale d'une fonction de la coordonnée et du 
temps (se reporter au chapitre 2) : dF(Q,t) / dt. Choisissons la fonction F(Q,f) = 
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—mQ(E) + [[mgn(e) = Lmh(t)? dt ; alors sa dérivée annule les trois derniers termes 


du lagrangien et ajoute le terme — mQh. Finalement le lagrangien équivalent, mais 
plus simple, se met sous la forme : 


L(Q,0,1)= kmQ? = m(g +h(#)Q 


Onen déduit l'impulsion P = à oL _ mQ et lehamiltonien H = PQ — L,autrement dit : 
p? : 
H(Q,P,)= > + m(g +h()Q 


On peut retrouver cette propriété en se plaçant directement dans le référentiel lié à 
l'ascenceur ; l'accélération totale est égale à l'attraction de la pesanteur plus l'accélé- 
ration d'entraînement. 


Le hamiltonien dépend du temps, maïs on calcule l'action en figeant la valeur de 
H à la valeur de l'énergie E à ce temps-là, c'est-à-dire pour une valeur fixée de 
h(#) = a =Cte. Soit Qinax la hauteur maximale à laquelle rebondit la balle dans ces 


conditions. On a E=m(g+4a)Q ax. D'autre part, on a E-= p? / Q2m)+m(g +a)Q. 


1/2 


On peut donc écrire : P=+tmV2(g+a) SE RE —-Q. On calcule l'action par 


. Qmax 
[ a __ 
la formule habituelle: 1=1£PdQ =1=%2"(04a)/? [Qmx-QdQ=1= 
0 


22m (o + a)1/2 o512. En réintroduisant la valeur de l'énergie, on met finalement 


l'action sous la forme : 


24/2 E3/2 


ICE,8) 7 3x (g+a)Vm 


On suppose que l'ascenseur accélère très lentement (par rapport à la période de 
rebond), puis décélère aussi lentement pour s'arrêter. Pour un mouvement adiaba- 
tique qui le mène jusqu'à une accélération h = 4, l'action est conservée (voir les rap- 
pels de cours). Ainsi on a 1(a)= 1(0), soit E(a)°/2 /(g+4a)= E(0)°/2 / g. Autrement 
dit: (E(a)/ E(0))”/? = (g+a)/g. En réintroduisant la hauteur maximale, on trans- 


forme la dernière égalité en la relation cherchée : 


ne fr 
Qmax(0) (8+4 
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Lorsque l'ascenseur s'arrête, on a à nouveau A =0, donc (g+ h)/ g= 1 et par suite 
Qinax (h) = Qirnax (0). Après l'arrêt, la balle rebondit à la même hauteur qu'avant le 
démarrage. 


7.6. INVARIANT ADIABATIQUE ET DÉTENTE ADIABATIQUE 
[ÉNONCÉ ET FIGURE P. 314] 


Comme nous l'avons vu dans le problème 6.2, le portrait de phase est un rectangle. 
Sur une demi-période, de q =-a à q=4, l'impulsion est positive et vaut p = V2mE ; 
sur l'autre demi-période, de g=a à q=-a, l'impulsion est négative et vaut p = 
—\2mE . Sur les murs, l'impulsion change immédiatement de signe. L'action est 
définie par la formule habituelle I(E) = L$p(E,q)dq ; dans ce cas particulier, elle 


a 
—— 2 "4 
s'écrit simplement 1 = 1 V2mE da, soit: Î(E) = ee \2mE . Ici nous avons noté plu- 
T 
—û 


tôt L = 2a ; donc: 


NE)= 2 V2mE 


Entre les deux murs, la particule est libre et sa vitesse reste constante. Après le 
choc # sur le mur fixe, la vitesse est v, >0 ; la particule arrive sur le mur mobile 
avec cette vitesse. Dans le référentiel lié au mur (vitesses notées par un prime), 
il y a rebond élastique donc v,,, =-v,, puis la particule repart en sens inverse 
avec la vitesse constante v,,1 <0. Le lien entre les vitesses dans les deux référen- 
tiels est v’=v-1u (on suppose que le mur mobile se déplace avec une vitesse 1 > 0). 
Ainsi On a v,=0,-u, puis la condition de rebond élastique entraîne v,,,1 = 
Va =U = 0, =—(v, —u), soit 0,41 = —-V, + 2u. Arrivée sur le mur fixe, la parti- 
cule change instantanément le signe de sa vitesse ; ainsi après le choc #+1, celle-ci 
est simplement : 


Onx1 = Un = 2U 


Un Un = H 
ee —+ u u <—- ul 
80 
(a) (b) 


Figure 7.5 - Illustration des vitesses après les différents chocs sur les parois. Le mur de 
gauche est fixe ; le mur de droite se déplace avec la vitesse u. (a) après le choc n sur la 
paroi fixe, la vitesse est v,, - (b) après le choc n sur la paroi mobile, la vitesse relative au 
mur mobile est v, —u -(c) la vitesse précédente est v,, —2u par rapport au mur fixe. 
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C'est une relation de récurrence qui permet d'avoir accès facilement à la vitesse v, 
après le choc # en fonction de la vitesse initiale v,. Explicitement, la relation cher- 
chée s'écrit : 


Vy = Vo —2hu 


Plutôt que de mettre le mur fixe et le mur mobile aux abscisses -a et a, on les met 
en Üet X. Avec ces nouvelles définitions, l'action, calculée dans la première ques- 
tion, devient I(X)=(X /n)V2mE = mXv/n. 


Le lien entre les actions dépend de la définition que l'on prend pour ces actions. 
Dans cette question, on définit l'action au moment où la particule heurte le mur 
mobile au choc #. Ainsi l'action à ce moment vaut 1, =mX,v,/n et l'action 
au choc suivant 1,1 =mX,:10,41 / nr. Notons z, =u/v,. Alors, en vertu de la 
question précédente, on a v,,1 =7,(1-2z,). Il reste à calculer X,,1. Soit t le 
temps qui sépare le choc # du choc n+1 sur le mur mobile. On a évidemment 
Xy41 = X, +ut. D'autre part, entre ces deux chocs, la vitesse reste constamment 
égale (en valeur absolue) à v,, et la distance parcourue est X, (à l'aller) + X,,,: 
(au retour), d'où l'on déduit T=(X, +X,,1)/v%,,1. En reportant cela dans l'équa- 
tion précédente, on tire: X,41(1-u/v,:1)=X,(1+u/v,,1). En plus, 2,4 = 


u Av, (1 22] = z, /(1-2z,). Toutes ces considérations permettent de trouver 
Xyu1 =X,(1-7,)/(1-3z,). En utilisant les relations de récurrence entre X,,1, 
Vu et X,,0, dans l'expression de l'action, on obtient en définitive : 


Puisqu'il y a adiabaticité dans le mouvement de la paroi, cela implique les inégalités 
u <<, < 9 et donc z, << 1. Il s'ensuit que les actions vérifient 1,1 / I, =1, soit: 


lin = 


Si la condition d'adiabaticité est vérifiée, il y a conservation de l'action entre deux 
chocs. C'est ce raisonnement qui est souvent présenté dans les livres. 


On peut aussi définir l'action à partir de ses chocs sur la paroi fixe. On a encore 
Vyai = Vy(1-2z,). I faut maintenant calculer X,,, proprement. Soit encore t le 


temps qui sépare le choc n du choc 1+1 sur le mur mobile. On a évidemment 
Xya1 = X, +ut. Au temps {=0, la particule part du mur fixe avec la vitesse v,. 
Au temps 11, elle heurte le mur mobile, qui se trouve à la position X”. On a d'une 
part X’=X, +ut, et d'autre part X’=v,7, d'où l'on tire X’=X, /(1-z,). Le 
temps pour faire le voyage retour est t, = X”’/v,,1 et le mur se trouve à X,,,1 = 
X’+ut. En remplaçant t; par sa valeur puis X” par sa valeur en fonction de 
X,, on arrive finalement à l'expression X,,1 = X; /(1-2z,). En regroupant toutes 
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; ee m XX 
ces conclusions dans la valeur de l'action on trouve 1,,1= Ne = 
tn i-2z, 


mX,v, /7= 1,. Ainsi donc, nous avons la propriété : 
ll 
et ceci indépendamment de la condition d'adiabaticité. 


On suppose une boîte parallélipipédique dont chaque mur se déplace au cours du 
temps. Comme on vient de le voir, on peut exprimer que les actions pour le mou- 
vement sur chaque axe restent constantes. Posons pour simplifier À = 21 / r?. On 
écrit d'abord Cte=1I : = AL Los et deux autres conditions analogues concernant 
les autres axes. On suppose à présent une dilatation homothétique L, =u,t, etc. 
Donc 12 = Aut? LES On tire donc 12 /Au? + Ê /Auÿ TE Au? = Cte = P? Lo. 
D'autre part, le volume de la boîte évolue comme V = L,L,EL, = PAPE donc 
2/3 
2 = (v/uuyu.) . En reportant ceci dans la relation constante précédente, on 


obtient 2/3 Lmo? = Cte. Enfin, le théorème de l'équipartition de l'énergie (les par- 
ticules sont sans interaction entre elles) nous donne la relation entre l'énergie ciné- 
tique moyenne des particules et la température T : Lo? = SKT, où k est la cons- 


tante de Boltzman. La condition d'adiabaticité nous conduit finalement à la loi : 
TV? = Cie 


Cette relation est précisément celle d'une détente adiabatique TVY-1 = Cte pour 
un gaz parfait monoatomique de coefficient d'adiabaticité y =5/3. Nous avons 
retrouvé une loi de thermodynamique par des arguments purement mécaniques. 


7.7. CHARGE DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE LENTEMENT VARIABLE 

TÉNONCÉ P. 315] 
Nous prenons une jauge telle que À =(-1B,0,0). Le potentiel électromagnétique s'écrit 
V = AU er À). Avec U =0 et l'expression de À précédente, le potentiel devient 
simplement V =g,Bxy. Bornons-nous à l'étude du mouvement dans le plan xOvy. 
Le lagrangien du système vaut alors: L= +n( +?) -aBiy. On en déduit les 
impulsions p; =mX-—q.By, p,=my, puis le hamiltonien H= p;x+p,17-L, soit, 


après remplacement des vitesses par les impulsions : 


1 2 
HG y, Px:Py)= 1 C +aeBy) + pi] 


D 


= 
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Nous définissons une transformation canonique grâce à la fonction génératrice de 
type 1: G(d,Y,x,y) = Ch (y-Y}/cotan(é) +xY]. D'après les formules générales de 
transformation (voir 6.9), on en déduit les impulsions correspondantes p, =d,G =CY, 
Py = dyG = C(y-Y)cotan(é), po =-d06G = }C(y-Y)(1+cotan2(6)), py =-0yG = 
C[(y- Y)cotan(o)- x]. 

De la première équation nous tirons Y = px /C. Le remplacement de cette valeur 
dans la seconde équation donne accès à cotan() = py, /(Cy-px). L'utilisation de la 
seconde équation dans la quatrième fournit py = py -Cx. Enfin un petit travail sur 


la troisième équation donne enfin po = (2 +(Cy—Px ?) / (2C). Pour résumer le tout : 


2 2 
Py pe à A Pat GE 
me RC. ? M 20 eur =Py TC 


cotan(d)=- 


Nous voyons que le numétateur de p4 a une ressemblance troublante avec le hamil- 
tonien si nous faisons le choix C = -qB, valeur que nous adoptons désormais. Nous 
obtenons alors le lien très agréable (© = q,B/m est la pulsation cyclotron) : 


B 
H(p4)= LE pe = -0 pe 


Les variables 6,Y sont cycliques et donc p4 et py sont des constantes du mouve- 
ment. La coordonnée 6 n'intervenant que par l'intermédiaire de fonctions trigono- 
métriques est manifestement un angle ; la variable associée p& est par conséquent 
une action. La variable Y est une longueur, mais on pourrait lui adjoindre une 
coordonnée reliée qui serait un angle ; la variable conjuguée correspondante reliée 
à py serait une action. Quoiqu'il en soit, on remarque que le hamiltonien s'exprime 
uniquement à l'aide des actions, sans faire appel aux coordonnées qui sont toutes 
cycliques. Cela est suffisant pour assurer que le système est intégrable. La transfor- 
mation canonique proposée a donc bien clarifié la situation. 


Reprenons les relations de la première question. Nous avons d'abord p, =CY =-q,BY. 
Partons de po = (2 +(Cy-px)2)/ (20) et remplaçons Cy-p, par p,, /cotan(b) ; 
nous obtenons p, = pf / (2C cos? b). Avec la valeur de C déjà obtenue, nous tirons 
de cette équation p, que nous mettons sous la forme p, = -4,BR(p4)cos®, avec 
la définition R(p,)= 1-2P4 / GeB). La relation Cx=p,-py permet d'obtenir, à 
l'aide de p, obtenu ci-dessus, la valeur x=py /(q.B)+ R(p4)cos®. Enfin, la rela- 
tion Cy-p; =C(y-Y) donne accès à y, soit y=Y+R(p,)sint. Nous avons fini 


notre étude, qui se résume à : 


336 PROBLÈMES CORRIGÉS DE MÉCANIQUE 


x = Pa + R(P)cos® 5 Y= Y + R(po6)sin d 
€ 


Pr = —eBY > Py = —eBR(p4)cosŸ 


R(P4) = -2P6 / (4eB) 


L'équation de Hamilton Y = 9), H =0 montre que Y est une constante du mouve- 
ment ; de même py =-0yH =0 montre que py est constant. Enfin p4 =-04H =0 
montre que p4 est aussi constant ; il en est évidemment de même pour R(Po) et 
H(p4). Seule la variable & dépend du temps ; on a d'ailleurs d= dpe H = -o.L'inter- 
prétation des nouvelles variables est donc lumineuse : à partir de l'expression de x 
et y obtenues ci-dessus, on voit que la trajectoire de la particule est un cercle dont 
le centre à pour abscisse py /(q.B) et pour ordonnée Y et pour rayon R(p,). Ce 
cercle est décrit à la vitesse angulaire @ ; c'est le cercle cyclotron. La variable @ est 
tout simplement l'angle polaire de repérage sur le cercle. La situation est résumé 
sur la figure 7.6. 


YA 
_ 
4 
Le 
4 
# 
dE penneee an sjees3 > 
4 : ! 
\ i U 
\ | ? . 
\ E , Figure 7.6 
ons Interprétation des nouvelles coordonnées 
iPy/qeB de la transformation canonique 
| S: pour une particule plongée 
x dans un champ magnétique. 


De p, =my =-q,BRcos®, on tire ÿ=-—(q,B/m)Rcos®. De p; =-q,BY =mX--q,By, 
on tire X=q.B(y-Y)}/m=x=(q,B/m)Rsiné. On en déduit le module de la vitesse 


v=i2+ ÿ? = (qB/ m)? R? = —2qeBpo / m2, relation que nous pouvions obtenir éga- 
lement de v? = 2H /m. 


Le flux coupé par le champ magnétique sur le cercle cyclotron vaut : d = BS = rR?B 
= —2np, / 4 ; autrement dit : 


sie 


ER 27 
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La variable p, représente donc le flux magnétique coupé par l'orbite de la particule. 


La particule tournant sur un cercle crée un courant 1=q,/T=q,0/(2n). Le moment 
magnétique vaut en module p=iS = inR?. En remplaçant i et R par leur valeur 
respective, on trouve finalement : 11 =-@p, / B = -q,p4 / m. 


st 
H mn PŸ 


Regardons un peu la direction de ces vecteurs. On suppose que B est dirigé le long 
de l'axe OZ croissant. Il est facile de voir (par la force de Lorentz ou par les compo- 
santes du vecteur vitesse) que la vitesse Ÿ est dans le sens direct si g, <0, dans le 
sens indirect si g, > 0. Dans les deux cas, le courant i est dans le sens indirect et la 
règle du tournevis montre que le moment magnétique li est le long de Oz dans le 
sens négatif, donc colinéaire à B et de sens opposé. De la relation démontrée = 
—0P$ /B, on déduit uB = OP = H. Compte tenu de la discussion sur les signes, 
on peut écrire de façon générale : 


Si le champ magnétique est lentement variable, la théorie des invariants adiaba- 
tiques nous enseigne que les actions restent quasiment constantes au cours du 
temps. Or nous avons prouvé que p4 est une action. On peut affirmer que p4, 
ou H reste constant dans le temps. 


Le hamiltonien total H est la somme du hamiltonien original, noté H,, et du poten- 
tiel perturbateur V(y) : H = Ho +V(y). En passant aux nouvelles coordonnées, on 
écrit ainsi : 


B ; 
HG Y pop) pe + V(Y + R(pe)sin) 


La première équation de Hamilton donne : Y= 0), H =0. Il s'ensuit que Y =Cte ; 
ainsi l'ordonnée du centre cyclotron reste fixe ; autrement dit la particule dérive le 
long de l'axe OX, c'est-à-dire le long des lignes équipotentielles. La seconde équa- 
tion de Hamilton s'écrit py =-0ÿH = -V’(y) = -V'(Y)- R(p)sinoV”(Y) = -V'("). 
L'abscisse du centre cyclotron est py /(q,B), sa vitesse de dérive est par conséquent 
Va =py /(qeB) = Va =-V'(Y)/(qB). Or -V’(Y)= F est la force assurant la dérive ; 
par suite V, = FE /(q,B). Cette relation est tout à fait compatible avec la formule géné- 
rale proposée : 
A 
gB B 
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7.8. UN PEU DE LUMIÈRE SUR LES AURORES BORÉALES [ÉNONCÉ P. 317] 


Nous sommes en régime non relativiste, la vitesse de l'électron en fonction de l'éner- 
B es 
gie est donc donnée par v= 2E / m. C'est sa composante dans le plan équatorial 


V, = VSiNn® = V2E sin? @ / m qui est responsable du mouvement cyclotron. La pul- 
sation cyclotron à l'équation est fournie par la relation traditionnelle © = q,B, / m ; 
elle est indépendante de la vitesse. Le rayon cyclotron R,, par contre, en dépend 
puisqu'on a le lien R. =v, / @, qui, tous calculs faits, vaut : 


V2mE sin? @ 


R; = 
feBe 

Application numérique - B, =9,18510 ° T, 1/0= 6,19910 7 s, v, = 1,027 108 m/s, 
puis R.=63,63 m, soit R./Rr =10Ÿ. La période cyclotron vaut t = 27 / @ =3,89 pis. 


L'énergie cinétique de rotation E, = Lmoë = Esin? @. Cette énergie est liée à l'action ps 
par le lien (voir problème 7.7) : E; = -@p,. Nous en déduisons la valeur de l'action : 


ME sin? & 


P = 
ù eBe 


La variation du champ magnétique le long des lignes de champ est très lente par 
rapport au rayon cyclotron. L'action est un invariant adiabatique, qui reste cons- 
tante tout au long du parcours de l'électron. A l'abscisse 5, l'énergie de rotation 
est Ec(s)=-a(s)p4 = -psqB(s)/ m, soit avec la valeur de p4 obtenue à la ques- 
tion précédente : 

B(s) 


E,(s) = Esin? o "2 
B, 


La charge n'est soumise qu'à la force de Lorentz qui est toujours perpendiculaire à 
la vitesse ; par conséquent il n'y a aucun travail effectué et il y a conservation de 
l'énergie totale E. La particule se dirigeant vers le pôle, le champ magnétique aug- 
mente et donc son énergie de rotation augmente, au détriment bien sûr de la vitesse 
de translation le long des lignes de champ. Il existe une abscisse s,, pour laquelle 
l'énergie de rotation est égale à l'énergie totale : E;(5,,) = E. A cet endroit la vitesse 
de translation s'annule et l'électron rebrousse chemin. La condition précédente est 
équivalente à la condition sur le champ : 


B, 


2 


B(S») = : 
Sin © 
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L'énergie de translation, ou longitudinale, est la différence entre l'énergie totale et 
l'énergie de rotation Ej(s)=E-E,(s) = E- Esin? aB(s)/B, = E(1 — B(s)/ B(s»)). La 
vitesse de translation vaut donc v,(s) = 2E,(s)/ m = V2E / m1- B(s)/ B(5%). Par 
définition, on a aussi v,(s) = ds / dt. On en déduit le temps entre deux annulations 


Sm 

de la vitesse longitudinale, entre s=-5,, et s=5,,, fat = fas / vi(s). La période 
Sn 

d'un aller-retour est évidemment deux fois ce temps, ce qui conduit à la valeur : 


Fe en ds 
E ; VI-B(5)/B(sy) 


La force (normale à la Terre) est donnée par le gradient de l'énergie F = b) R(UB(R)) 


=0,31 10 *URŸ x3/RŸ =3uB(R)/R. D'autre part, à l'équateur 1B(R)=E, =Esin? ©. 
Ainsi la valeur absolue de la force est : 


3Esin? & 
R 


F(R) = 


Figure 7.7 - Trajectoires, dans le champ magnétique terrestre, calculées 
numériquement grâce aux équations de Hamilton, pour un électron de 100 keV, 
passant à 1,6RT à l'équateur magnétique, et faisant un angle de 45° 
avec le champ magnétique. Pour rendre plus visibles les différents mouvements, 
nous avons pris un magnétisme beaucoup plus faible qu'en réalité. 
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Comme nous l'avons vu dans le problème 7.7, cette force conduit à une dérive du 
mouvement cyclotron avec la vitesse V, = E/(q.B.)AN, où N = B /B est le vecteur 
unitaire le long de la ligne de champ. N étant dans la direction sud-nord, F étant 
radial, la vitesse de dérive V, est dans la direction est-ouest ou ouest-est, selon le 


signe de g,. Finalement le module de cette vitesse de dérive est simplement V, = 
F/(q.Be), soit : 


Nous avons représenté sur la figure 7.7 quelques spécimens de trajectoires de parti- 
cules chargées dans le champ magnétique terrestre. 


7.9. PERLE SUR UNE TIGE RIGIDE : LA PHASE DE HANNAY 
[ÉNONCÉ ET FIGURE P. 318] 


L'axe de rotation est perpendiculaire au plan passant par O, le long de l'axe Oz. 
Le vecteur rotation instantanée est donc &@ = @k. La position M de la perle est repé- 
rée par son abscisse curviligne s par rapport à une origine quelconque choisie sur 
la tige. On note OM = r(s). F(s) est le vecteur tangent à la tige au point M et ü(s) 
le vecteur unitaire du plan, perpendiculaire à r(s) au point M. La vitesse relative 
de la perle est simplement ü, = $f et la vitesse d'entraînement 5%, = @ À F. La vitesse 
absolue de la perle vaut donc: ü=%,+%,=8f+@A7. Le carré de la vitesse en 
découle 82 = 52+(@ Ar) +2$#.(& Ar). D'une part, on a (GAF) = @2r2-(@.r) = 
&?r2 compte tenu du fait que & est perpendiculaire au plan du mouvement et donc 
&.F =0. D'autre part, .(@ AF)=@.(r Af)= of A f| puisque & et FAF sont des 
vecteurs parallèles de même sens. Avec la relation @ =, on en déduit l'énergie 


2 


cinétique : T = LC sous la forme finale : 


T(s,8) = ms +r(5)202 + 2/F(s) A F()s0] 


Négligeons le carré de la vitesse d'entraînement r(s)20?, puisqu'il est supposé que 
la tige tourne beaucoup moins vite que la perle sur la tige d << 5. On fait donc l'appro- 
ximation que l'énergie cinétique vaut simplement T(s,$) = me? + 2fF(s) A F(s}S|. 
Lorsque l'abscisse curviligne est 5, le rayon vecteur est F(s) et lorsqu'elle est s+ ds, 
le rayon vecteur est r(s+ ds). L'aire élémentaire encadrée par ces deux rayons (voir 
figure 7.8) est donnée par dA =4ff(s)Ar(s+ds)]= 2fF(s) A dr(s). Donc 2dA/ds = 
2A(s) = fF(s) A (dr(s) / ds) 


gie cinétique sous la forme plus sympathique : 


. Mais dF(s)/ ds = f(s). Ainsi donc, on peut réécrire l'éner- 
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T(s,5) = Lmfs? +4A'(s)5ÿ] 


Figure 7.8 


Rayons vecteurs 

de la perle M sur la tige 

pour les abscisses s et s+ds. 

L'aire élémentaire balayée 

entre ces deux instants, notée dA(s), 
est représentée en grisé. 


La perle glissant sans frottement, la force de réaction est normale à la tige et n'effec- 
tue aucun travail virtuel : la force généralisée correspondante est nulle et l'équation 


de Lagrange s'écrit simplement : d(dsT) /dt=ao,T. Or d,7=p= ms + 2A/(s)à) et 


OT = 2mA”(s)sd. L'équation de Lagrange, dans ce cas, prend la forme : 
8=-2A/(s)0 


Si la tige tourne à vitesse angulaire constante 6 =0, alors 8 =0, c'est-à-dire $=Cte. 
La perle garde une vitesse constante dans son déplacement sur la tige. 


D'autre part $= (p — 2mA(s)é) /m,et le hamiltonien vaut H = ps -T soit: 


[p- 2mA/(96f 


H(6,p)= SE 


Dans le cas d'un hamiltonien dépendant du temps par l'intermédiaire de la fonc- 
tion @(t), l'action ne doit être calculée que pour cette valeur du temps, qui est en 
quelque sorte figé. 


L'action vaut par définition : 1 = + fp(s)ds. Compte tenu que p = ms + 2A/(s)$) et 
que, en vertu de la remarque précédente, $ et 4 doivent être figés à la valeur qu'elles 
ont au temps donné, on peut simplifier l'action comme 1 =(m" /2n)|s$ds +26$A/(s) ds]. 
Or gds = L, la longueur de la tige, et 4 A'(s)ds =S$S, la surface enserrée par la tige. 


Ainsi l'action se met finalement sous la forme : 


1= 3 [LS +254] 


G1 


[-} 
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De cette expression, on peut tirer la vitesse $ en fonction de l'action I ; en reportant 
cette valeur dans le hamiltonien, on peut exprimer celui-ci grâce à l'action. Tout cal- 


—1 . 12 
cul fait, il vient H(1)= (2m?) [2x1 1) . On en déduit la pulsation © =9;H = 


2r[271 —2mS| / (mL). Enfin, la variable angle associée à l'action, est définie de façon 


générale par & = of ds / $&. Un calcul élémentaire nous conduit à : 


27 
o(s)=—5 
(s) L 


On suppose que @ varie adiabatiquement, c'est-à-dire qu'un tour de la tige demande 
beaucoup plus de temps qu'un tour de la perle. Dans ces conditions, on peut utili- 
ser le fait que l'action reste constante, ce qui s'écrit : (4) = 1(0). En utilisant l'expres- 
sion de l'action tirée de la question précédente et en n'oubliant pas qu'une hypo- 
thèse est 6(0) = 0, on obtient finalement la vitesse comme : 


5(D = Sp = 6) 


Pour une tige fixe, nous avons vu que la perle tourne à vitesse angulaire constante 

$= 5 et la distance parcourue par la perle en un temps T d'une période de la tige 

vaut Do = ST. 

Dans le cas d'une tige tournant avec la vitesse angulaire d(#), la distance parcourue 
' ff 254 25 

dans le même temps vaut: D= [$(#)dt = | Ê = AO = à0T - + (6(T) — 6(0)). 
0 0 

Mais T est le temps mis pour que la tige fasse un tour, donc ®(T)-6(0)= 2x. Nous 


en déduisons la relation cherchée entre les distances respectives : 


_4ns 
L 


On peut définir une phase de la perle $ telle que B/(2r) = D / L. Multiplions la 
relation précédente par 2r/L pour trouver la phase de Hannay : B} =B-Bo. 
Explicitement : 
8n?s 

[2 


Pa=- 


IL est remarquable que cette valeur soit indépendante de la vitesse de la perle et de 
la position de l'axe de rotation. Elle ne dépend que de la forme géométrique de la 
tige. Le signe — veut dire que si la perle et la tige tournent dans le même sens, la 
perle sur la tige tournante est en retard par rapport à celle sur la tige fixe. 


Dans le cas d'un cercle $ = L? / (4x) d'où Br = 27. 


Chapitre 8 


DE L'ORDRE AU CHAOS 


Résumés de cours 


Nous ne considérons dans ce chapitre que des systèmes autonomes à deux degrés de liberté 
possédant un espace de phase borné. 


8.1. INTRODUCTION 


Dans le chapitre 6, nous avons étudié les systèmes intégrables. La description de 
leur mouvement est très simple. Avec un bon choix des coordonnées de l'espace de 
phase (variables angles-actions), chaque trajectoire est une hélice qui s'enroule avec 
une vitesse angulaire constante sur un tore d'égales actions. Au chapitre 7, nous 
avons noté la catastrophe des petits diviseurs : la théorie des perturbations est sin- 
gulière si le rapport de certaines pulsations est voisin d'un nombre fractionnaire. 
Dans ce chapitre, nous examinons plus en détail cette situation et montrons que, 
selon les conditions initiales, le mouvement peut être régulier et prévisible ou, au 
contraire, chaotique et imprévisiblel. 


Pour mener à bien cet examen, il n'est pas nécessaire de faire appel à des théories 
compliquées ; il existe un système mécanique très simple à résoudre. Celui-ci per- 
met une expérimentation numérique à la portée de toutes les calculettes. C'est le 
modèle du rotateur percuté : un pendule pour lequel l'action de la pesanteur est 
remplacée par des percussions périodiques. Nous commençons par donner sa des- 
cription et montrons que, par un changement de point de vue, il se ramène à un 
système autonome à deux degrés de liberté, intégrable pour une perturbation nulle 
(percussion nulle), et quasi-intégrable dans le cas contraire. 


Nous verrons comment décrire le comportement de ce système en introduisant les 
sections de Poincaré et les notions de base pour le phénomène du chaos seront pré- 
sentées et illustrées grâce à l'expérimentation numérique du rotateur. 


1 À plus ou moins long terme. 


344 PROBLÈMES CORRIGÉS DE MÉCANIQUE 


8.2. LE MODÈLE DU ROTATEUR PERCUTÉ 


Le modèle mécanique le plus simple qui manifeste un comportement chaotique est 
le rotateur percuté périodiquement. Il est repéré par un angle 8. Libre, son hamilto- 
nien est Ho(p)= p? / 21 dans lequel I est un moment d'inertie et l'impulsion p = 16 


est également le moment cinétique ; c'est une intégrale première. L'espace de phase 
est un cylindre (8 est un angle qui varie entre 0 et 27, tandis que p est un nombre 
réel quelconque) et les trajectoires sont des cercles (droites si on développe le cylin- 
dre) puisque p = Cte. Il subit en plus une percussion périodique (période T, pulsa- 
tion © =27r/T) qui, sans modifier son angle, change instantanément son impulsion 
d'une quantité proportionnelle à sin @. Sans perte de généralité, on peut prendre la 
période comme unité de temps et un moment d'inertie unité (1=1, T=1, w=27). 
La percussion périodique entraîne une variation instantanée d'impulsion Ap= Ksin6, 


pour la n° percussion. 


Figure 8.1 


Espace de phase pour 

le rotateur percuté. Le cylindre 
représente l'angle le long du cercle 
de base et le temps le long 

d'une génératrice. La flèche grisée 
représente la percussion périodique 
qui change la vitesse angulaire 

ne d'une quantité proportionnelle 
FREE So au sinus de l'angle. 


Pt ER Qi Ksin(6,,1) 


t=nT 


C'est un système hamiltonien à un degré de liberté non autonome et non intégrable ; 
cependant il est très simple à résoudre car, entre chaque percussion, la vitesse angu- 
laire reste constante et entre les chocs et n+1 l'impulsion reste égale à p,,. Il 
est pratique d'observer la séquence des angles-impulsions (6,,p,,) immédiatement 
après la n° percussion. 


On montre sans difficulté le lien entre les points de l'espace de phase : 


6,1 = 6, +Py | (8.1) 
Pa = Pat Ksin8,,: 


On ne peut imaginer plus simple formulation des équations de la mécanique ! Elle se 
ramène à une application dépendant d'un paramètre sans dimension K qui mesure 
l'intensité de la perturbation appliquée au système intégrable. 
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L'application (8.1) est pédagogiquement très intéressante car, malgré sa simplicité, 
elle contient en germe toutes les richesses des systèmes dynamiques plus compli- 
qués. On l'appelle aussi l'application standard ; elle servira de prototype à toutes 
nos discussions. 


> Système non autonome/système à deux degrés de liberté 


Nous avons déjà vu, au chapitre 4, qu'on peut rendre autonome un système non 
autonome en lui adjoignant le temps comme degré de liberté supplémentaire (voir 
aussi problème 4.9). Ainsi, on considère le temps f,non comme le paramètre du flot 
hamiltonien, mais comme une coordonnée à part entière avec son impulsion conju- 
guée p, ; le système est régi par un hamiltonien généralisé H(6,t,p,p;) = H(0,p,t) 
+ p, indépendant du paramètre de ce nouveau flot, c'est-à-dire autonome ?. 


En l'absence de perturbation, le hamiltonien est H = p° /2+p}. Il est indépendant 
des deux coordonnées 8,f ; par conséquent il est intégrable, avec les deux inté- 
grales premières p et p,. Les variables angles associées sont respectivement 8 et 
©, = 2nt /T = 2nt. Effectivement, le hamiltonien est périodique pour ces deux 
variables. Les actions, le hamiltonien et les pulsations sont : 


1 1 
É = frd8=p 5 1 = fn dt = p}(T / 27) = p; / (27) 
É(lo,1)= 16 /2+01, = 19? /2+27l, 


Op =0=19=p : Oy=Ü=0=2T 


La trajectoire s'enroule sur un tore avec un rapport de pulsation p / © = p/2n. 


8.3. LES SECTIONS DE POINCARÉ 


Pour deux degrés de liberté, l'espace de phase est à quatre dimensions. Il est diffi- 
cile de donner une représentation graphique des trajectoires 3. On peut cependant 
utiliser l'artifice suivant : on se donne un hyperplan (à trois dimensions pour le 
moment) de l'espace de phase et on note sur celui-ci les points d'intersection de 
chaque trajectoire avec cet hyperplan, la traversée de l'hyperplan se faisant toujours 
dans le même sens. On choisit en général un hyperplan qui correspond à une valeur 
constante pour une coordonnée, par exemple la deuxième g = Cte (pour le rota- 
teur nous prendrons @, = 0 mod(2r)). 


2 On a déjà étudié cela dans le problème 4.9 (p. 162). L'équation de Hamilton f” = dt /dt= 
dp H =1 montre que le temps est en fait le paramètre du flot. 


3 Pour un système autonome, les surfaces d'égale énergie sont de dimension 3 et on pour- 
rait tracer sur un plan la projection de ces trajectoires. 
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Une trajectoire est ainsi représentée par un ensemble discret de points de cet hyper- 
plan. Cependant, le système étant autonome, la deuxième impulsion p, est fixée et 
il suffit de reporter dans l'espace de phase les intersections concernant le premier 
degré de liberté q, et p1 ((8,p) dans notre exemple). Nous avons à présent affaire 
à un plan à deux dimensions. Les intersections de la trajectoire avec ce plan consti- 
tuent ce que l'on appelle une section de Poincaré. L'étude du système se ramène à 
l'étude de l'application qui nous fait passer d'une intersection à la suivante. 


Pour un système hamiltonien, le théorème de Liouville stipule que le flot hamil- 
tonien conserve les volumes de l'espace de phase. Dans le cas d'une section de 
Poincaré, une conséquence de la conservation de l'énergie et du théorème de 
Liouville est la conservation de l'aire dans la section de Poincaré au cours des 
applications respectives. Plus précisément, imaginons un ensemble de trajectoires 
s'appuyant sur un contour fermé de la section de Poincaré. Chacune d'elle recoupe 
la section sans doute à des temps différents, cependant le contour de leurs inter- 
sections avec la section de Poincaré possède la même aire. 


8.4. LE ROTATEUR POUR UNE PERTURBATION NULLE 


Dans le cas particulier d'une perturbation nulle K=0, la section de Poincaré est la 
représentation de l'application plus simple p, = Cte = p et 8,,1=0, +p. 


Commençons par des rappels du chapitre 6. Les intersections d'une trajectoire (hélice 
sur un tore) avec l'hyperplan &; =0 mod(2x) se situent sur un cercle (droite p = Cte 
sur le cylindre développé) dans l'espace de phase 6, p. 


Il est commode de restreindre la section de Poincaré à un carré pour lequel 0 <6 <27x 
et 0<p<2n et d'identifier à un seul et même point de ce carré les points dont les 
coordonnées ne diffèrent que par un multiple de 27. Autrement dit, nous travail- 
lons modulo 27. Nous faisons les constatations suivantes, ainsi qu'on peut le voir 
sur la figure 8.2. 


+ Si p n'est pas une fraction de 27, c'est-à-dire si les deux pulsations sont incom- 
mensurables, les intersections d'une seule et même trajectoire remplissent de façon 
dense cette droite # p = Cte. On dit qu'on a affaire à des tores non résonnants. 


+ Sip=2r/r (où r est un nombre entier), ce qui correspond à des pulsations com- 
mensurables, alors, entre chaque observation, le rotateur tourne d'une fraction de 
tour ; après r itérations de l'application on revient au même point. On parle dans 
ce cas d'un point fixe d'ordre r. Une seule trajectoire apparaît dans la section de 
Poincaré comme r points disjoints alignés. 


4 Pas forcément de façon uniforme. Imaginons p très voisin de 27 /r ;on voit, au début 
des itérations, r segments remplis d'intersections et autant de vides. Il faudra être patient 
pour remplir toute la droite. 
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+ Ilen est de même si p/2r=5s/r. Dans ce cas, le rotateur fait s tours au bout de 
r itérations et revient au même point de l'espace de phase. On parle dans ce cas 
d'un point fixe d'ordre r:s. On parle aussi de tores résonnants r:5 (ou s:r), dans 
le sens où la totalité de l'espace de phase à la disposition (la droite p = Cte) n'a 
pas été explorée avec ces conditions initiales. 


Ainsi, selon le choix des conditions initiales, la section de Poincaré est formée de 
successions de points alignés et de droites remplies de façon dense. 


La section de Poincaré pour une perturbation nulle est représentée sur la figure 8.2. 


Figure 8.2 - Section de Poincaré pour l'application standard 
avec une perturbation nulle. Pour chaque condition initiale, on a représenté 
200 intersections. Les conditions initiales correspondent à 84 =1 et 
à différentes valeurs po. Les valeurs conduisant à un tore résonnant s:r 
sont notées en bord de page. Les autres conduisent à des tores non résonnants. 


8.5. SECTIONS DE POINCARÉ DU ROTATEUR PERCUTÉ 


Que devient cette section de Poincaré lorsque l'on branche la perturbation ? L'expé- 
rimentation numérique montre que, pour K assez petit, l'allure de la section de 
Poincaré a les mêmes caractéristiques que celles de la figure 8.3 (K=0,75). On y 
distingue des courbes continues ondulantes (courbes KAM, pour Kolmogoroff, 
Arnold, Moser), des courbes ressemblant à des ellipses formant des îles (îlots de 
stabilité) et des zones de points dispersés sans structure (zone de chaos). 
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Figure 8.3 - Section de Poincaré pour l'application standard avec K = 0.75. 
Les 36 conditions initiales ont été itérées 2000 fois chacune. 


Pour la valeur K=0.9716..., les courbes continues ondulantes parcourant l'inter- 
valle [0,2r[ disparaissent. Plus la perturbation augmente, plus les îles elliptiques 
s'amenuisent et plus les zones de points sans régularité prennent de l'importance 
jusqu'à remplir l'espace de phase complet : c'est le chaos généralisé qui s'installe. 


Qu'observe t-on au premier examen ? 


Comme nous l'avons déjà dit, nous constatons essentiellement trois types de struc- 
ture distincts ; nous les commentons un peu plus ci-dessous. 


> 1-Les courbes KAM 


Pour certaines conditions initiales, on observe des courbes légèrement ondulées, 
remplies de façon dense, qui parcourent tout l'intervalle [0,2n[ pour 8 ; elles sont 
donc fermées. On les appelle les courbes KAM. L'amplitude de ces ondulations 
diminue avec K. A la limite d'une perturbation nulle, elles redeviennent des droites ; 
elles représentent les traces des tores non résonnants vus précédemment. Les plus 
visibles sont de part et d'autre de p = nr. Pour d'autres conditions initiales, le rem- 
plissage peut être plus long. 


[ZL) 
1 


On observe entre ces courbes KAM des “îlots” formés par des courbes fermées de 
forme elliptique et, entre ces flots, des zones où les points apparaissent distribués au 
hasard. Ces structures sont la réminiscence des tores résonnants décrits plus haut. 


Ainsi, des droites de la section de Poincaré sans perturbation, il est resté des courbes 
régulières séparant des zones de structure plus compliquée. 
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Toutes ces observations sont les conclusions du théorème KAM dont voici un énoncé. 


Considérons un système intégrable (non dégénéré). Si on ajoute une petite perturbation, 
la plupart des tores invariants non résonnants ne disparaissent pas. Ces tores, remplis de 
façon dense par les trajectoires (une seule suffit), forment la majorité au sens où la mesure 
du complément de leur union est petite pour une perturbation petite. 


Une autre manière, plus quantitative, de voir les choses est de dire que le tore réson- 
nant s:r a un effet destructeur sur les courbes KAM dans la région de l'espace de 
phase pour laquelle est réalisée la condition : 


ro — so2|< k(@1,02 7? FE (8.2) 


(@1,02 sont les pulsations de résonance à perturbation nulle, k(&@;,&2) est une 
quantité positive, finie, dont la forme dépend de chaque cas particulier, et qui est 
d'autant plus faible que la perturbation est elle-même plus faible). Ainsi on voit 
que les tores avec des petits r et s sont les plus “ravageurs”, puisqu'ils correspon- 
dent à des zones de disparition d'autant plus larges. 


> 2 - Les flots de stabilité et les points fixes stables 


Prenons deux courbes KAM quelconques entre lesquelles apparaissent r paquets 
de courbes fermées d'excursion inférieure à 2x, de forme elliptique, qu'on appelle 
îlots de stabilité 5. Si on prend des conditions initiales à l'intérieur d'une de ces 
petites “ellipses”, on s'aperçoit que l'itéré apparaît à l'intérieur d'une ellipse des 
r—1 autres paquets. À chaque itéré, on explore chacun des autres îlots. Avec un 
peu d'adresse, on peut partir d'un point intérieur et y revenir (presque) exactement 
après r itérations. Le point idéal sur lequel on revient exactement au bout de r ité- 
rations s'appelle un point fixe d'ordre r.Il est évident que n'importe quel itéré d'un 
point fixe d'ordre r est encore un point fixe d'ordre r. Dans les îlots, ce point est 
stable dans le sens que, partant de son voisinage, sans y arriver, on ne s'en s'éloigne 
jamais. On appelle souvent point fixe, un point fixe d'ordre 1. 


Sur la section de Poincaré représentée sur la figure 8.3, on distingue le point fixe 
d'ordre 1 (x, 0), les points (0,x),(x,x) qui sont des points fixes d'ordre 2. Ainsi de 
l'infinité de points fixes p=7r du tore résonnant 1:2, l'action de la perturbation n'a 
conservée qu'un seul point fixe stable avec son itéré. 


> 3 - Les points fixes instables et le chaos 


Intercalés entre ces îlots de stabilité, il existe r régions où on a l'impression que des 
courbes se croisent ; en fait ce sont des zones de concentration de points qui ne sont 
pas sur des lignes maïs paraissent distribués sans règle. Ce sont des régions de com- 
portement chaotique, dont les itérés successifs semblent complètement imprévisibles. 


5 Dans le complément, on montrera que ce sont encore des courbes KAM. 
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Dans ces zones, il existe aussi des points fixes d'ordre r, mais le comportement 
des itérés est complètement différent de ceux au voisinage des îlots de stabilité. 
Partant d'un point proche de l'un de ces points fixes, l'itéré apparaît dans une 
des 7-1 autres régions de même nature mais, au fur et à mesure des itérations, il 
peut quitter ces zones et apparaître dans les régions intermédiaires. C'est un point 
fixe instable d'ordre r. C'est le cas par exemple du point (0,0) point fixe instable 
d'ordre 1, ou des points (x/2,n),(3x/2,n), points fixes d'ordre 2, pour lesquels 
les nuages de points chaotiques sont bien visibles sur la figure 8.3. 


Ainsi, de l'infinité des points fixes p =7n du tore résonnant 1:2, l'action de la per- 
turbation a conservé en plus du point fixe stable, un point fixe instable et son itéré. 
Les observations 2 et 3 sont les conclusions du théorème de Poincaré-Birkhoff, dont 
l'énoncé est le suivant : 
Si un système autonome est soumis à une faible perturbation (théorème KAM applicable), 
il possède une infinité de points fixes. Au voisinage d'un tore résonnant d'ordre r il 
existe un multiple de 2r points fixes qui alternent entre points elliptiques (stables) et 
hyperboliques (instables), les itérés d'un point fixe restant de même nature. 


8.6. RECONNAÎTRE LES POINTS FIXES 


Le point F de la section de Poincaré est un point fixe d'ordre r si, au bout de r ité- 
rations en passant par les points F,,F3...F,_;, l'itéré suivant conduit au point ini- 
tial F. Comme on l'a vu, il s'ensuit immédiatement que les points F,,F,...F,_j sont 
aussi des points fixes du même ordre. Il n'existe pas de méthode pour déterminer 
les points fixes. Ceux d'ordres les plus bas se trouvent de façon intuitive ; pour les 
ordres plus élevés, il existe des algorithmes de reconnaissance. 


Partons d'un point P (q,m1) et notons son n°itéré g, = QU (qu,p) et p, = 
PU (pu). Si ce point P est un point fixe d'ordre r on a, par définition, qj = 
QU) (qi, pu) et pi = PU (qu, p1). Mais de quelle nature est ce point fixe, stable (ellip- 
tique) ou instable (hyperbolique) ? 


Partons d'un point voisin (q, +€,p1 + v) de P, ; son r‘ itéré s'écrit au premier ordre 
(g1 +E’,p + V’) avec: 


e | {2,00 3,00 € Fe 
_[a,P0)  à,pa) v a 
q q 

qi Pi 
On montre les propriétés suivantes : 


+ Cette matrice a un déterminant unité (pour un système hamiltonien), ce qu'il est 
conseillé de toujours vérifier. 
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e Si la valeur absolue de la trace de cette matrice est inférieure à 2, les itérés succes- 
sifs dans cette approximation se disposent régulièrement sur une des r ellipses 
centrées sur les points fixes elliptiques stables 6. 


+ Si la valeur absolue de la trace de cette matrice est supérieure à 2, les itérés suc- 
cessifs dans cette approximation se situent sur les branches des r hyperboles 
centrées sur les points fixes instables. Les itérés s'éloignent du point fixe mais 
se rapprochent d'une des branches de chaque hyperbole qui est dite direction 
stable ou convergente. Ce point fixe et ses r —1 itérés sont des points hyperbo- 
liques instables. 


+ Pour un point fixe stable, si on augmente la force de la perturbation, la valeur 
absolue de la trace augmente jusqu'à dépasser 2. Le point fixe devient instable 
et, de façon concomitante, deux points fixes elliptiques naissent spontanément. 
C'est le phénomène de bifurcation qui précède le chaos. 


8.7. SÉPARATRICES/ POINTS HOMOCLINES/ CHAOS 


Pour chaque point fixe hyperbolique? il existe une courbe telle que les itérés de 
tout point de cette courbe dite invariante, s'approchent aussi près que l'on veut de 
ce point fixe. Cette courbe s'appelle la séparatrice convergente. Il existe une autre 
courbe invariante telle que ce sont les itérés inverses qui s'en rapprochent. C'est la 
séparatrice divergente. Toutes deux sont invariantes dans l'application (l'itéré de 
n'importe quel point de la séparatrice est un autre point de celle-ci). 


Comment les construire de façon approchée ? On part d'un point voisin du point 
fixe sur la branche divergente ; les itérés sont proches de la séparatrice divergente, 
proches car si on inverse l'application on va se rapprocher puis s'éloigner de nou- 
veau 6, de plus en plus vite. Si on part sur la branche convergente et que l'on utilise 
l'application inverse on a des points proches de la séparatrice convergente. 


On montre que : 


+ les séparatrices divergente et convergente se coupent en des points images les 
uns des autres, appelés points homoclines (si le point fixe est d'ordre 1) ou hété- 
roclines (sinon). 


6 Ils peuvent remplir de façon dense cette ellipse. Ils peuvent aussi tomber toujours dans 
les mêmes zones, traduisant par là la possibilité de points fixes d'ordres plus élevés. Cela 
pourrait être ce que l'on observe sur la figure 8.3 au voisinage du point fixe (x,0). Il faut 
être cependant prudent : le remplissage pouvant être très inhomogène. 


7 Ons'imaginera un point fixe d'ordre 1. L'extension ne pose pas de problème. 


Imaginez-vous en train de descendre d'une crête. Sans visibilité, il y a peu d'espoir que 
vous y arriviez. 
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+ Les segments de séparatrices entre deux intersections emprisonnent des surfaces 
dont l'aire est conservée dans l'application. 


° À chaque itération, les points d'intersection se rapprochent ; la conservation de 
l'aire fait que la surface s'étire et se déforme jusqu'à l'infini. C'est le phénomène 
de mélange. Deux points initialement très voisins s'écartent inexorablement. C'est 
au voisinage de ce point fixe instable qu'apparaît le chaos. 


8.8. COMPLÉMENTS 


> D'autres courbes KAM et l'autosimilarité 


Les courbes continues qui entourent les points fixes stables sont aussi des courbes 
KAM : en effet, au voisinage du point fixe, on observe que l'application est celle 
d'un nouveau système intégrable dont les ellipses sont les intersections des tores 
qui sont déformés par cette approximation. On doit considérer maintenant celle-ci 
comme une perturbation. Ainsi on peut recommencer la même histoire. Entre les 
nouvelles courbes KAM apparaissent de nouveaux îlots de stabilité et des points 
fixes instables. Encore, l'application au voisinage des points fixes de ces flots est 
approximativement celle d'un système intégrable mais pas exactement et … tout 
recommence. C'est le phénomène d'invariance d'échelle ou d'autosimilarité : quel 
que soit le zoom utilisé pour observer une section de Poincaré, et quelle que soit la 
zone observée, on retrouve la même diversité de structures. 


> La meilleure approximation fractionnaire d'un nombre irrationnel 
est une fraction continue 


Une question importante : étant données deux pulsations, est-on loin d'un tore 
résonnant très destructeur, c'est-à-dire avec les plus petits ret 5 ? La réponse est 
donnée par la méthode des fractions continues pour évaluer le ‘plus proche” frac- 
tionnaire r /s de @) / @;. Imaginons que ®, / @; soit égal à x. On peut écrire 
n=3+0.14159...=3+1/(7+0.0625)=3+1/(7+1/(15+ 0.099659) =..….). 


La suppression de la partie décimale nous donne une succession de fractions qui 


sont des approximations rationnelles 3, 5,5 


nombre irrationnel. II semblerait en calculant ro —502|/ (r? +5?) 


,… de plus en plus précises du 


F que le tore 


résonnant le plus dangereux soit 333:106. Nous devons cependant nous souvenir 


(chapitre 7) que la catastrophe des petits diviseurs n'apparaît que si l'analyse de 
Fourier de la perturbation a des harmoniques de pulsations 333; et 106; . 
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. Problèmes : énoncés 


8.1. DISPARITION DES TORES RÉSONNANTS [SOLUTION P. 369] su 
Pour comprendre le théorème KAM sur un exemple simple. 


Nous considérons le premier quadrant des nombres entiers (r >0,5>0). À chaque 
nombre rationnel s/r, on associe une demi-droite partant de l’origine et de 
pente &.., : tan(o..,)=s/r, ainsi qu'une zone de disparition 280... | pour les 
tores invariants dont le rapport des pulsations @1 / @) = tan(o.., +60..,) vérifient 


-3/4 
la condition (8.2) : [ro — s@| < K(@1,@3 \r? + s?) , avec la prescription particu- 
ï DAS Le _ 
lière K(@:,@) = ko +03) , k étant une constante positive. 


1/2 
Démontrer la condition Go. | <kKRŸ/2 (R= We +s?) ) concernant la zone de 


disparition. 


Le but de ce problème est de montrer que la somme angulaire des zones de dispa- 
rition, notée À, est inférieure à la zone angulaire du premier quadrant, soit t/2, 
lorsque la perturbation est suffisamment petite. 


o 
En préambule, montrer que la somme ds prend une valeur finie S. Donner 
n=1/ 

un majorant à S. 

Donner un majorant à A. 

Montrer que, lorsque K est inférieur à une valeur critique k,, on peut être sûr que 
A<n/2, c'est-à-dire que des tores invariants résistent encore à la perturbation ; 
c'est l'essence du théorème KAM. 


8.2. FRACTIONS CONTINUES OU COMMENT JOUER AVEC LES IRRATIONNELS 
[SOLUTION P. 370] CE] 


Une nouvelle façon de voir un nombre irrationnel comme limite d'une suite de nombres 
rationnels. 


Soit un nombre réel quelconque &. On peut approcher ce nombre par son déve- 
loppement décimal, c'est-à-dire par la suite des nombres rationnels 59, 51/n,.., 
Sn /l Où 5, est un entier et r, = 10". Un nombre irrationnel possède un dévelop- 
pement infini non périodique ; un nombre rationnel possède soit un développement 
fini, soit un développement infini périodique. Si on change de base, un nombre 
rationnel peut avoir un développement fini dans une base et infini dans une autre ; 
par exemple 1/3-0,1 en base 3, mais 1/3-0,333333... en base 10. Cette dépen- 
dance de la base fait qu'une approximation décimale de ce type n’est pas très com- 
mode. Il existe un autre inconvénient à utiliser ce type de développement, c'est la 
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convergence relativement mauvaise : comme lo 8, 1 A <1/r,, on peut dire que 
le n-ième terme de la série possède une précision de l’ordre de 1/7,,. Cette conclu- 
sion est vraie pour n'importe quelle base. 


On peut donc se demander si on peut approcher le même nombre & par une autre 
suite de rationnels G@p,@%,...,@, avec une précision pour &, =5, /1, qui soit meil- 
leure que 1/7, et qui soit indépendante de la base. La réponse est oui et elle fait 
appel à la méthode des fractions continues. En particulier, un nombre rationnel pos- 
sède toujours un développement fini. 


Soit 49,41,...,4, une suite de nombres entiers positifs. La fraction continue d'ordre n, 
ayant pour terme initial 4 et les termes 4,,...,4, comme dénominateurs, est défi- 
nie par : 


y = 49 + 


a + = 
An + — 
- at + ! 
DST Es | a, 
On la notera &,, = [a0:@,02,...,a]. C’est évidemment un nombre rationnel noté 
y = Sy / 1, qui est indépendant de la base choisie. 


En vue d'étudier les fractions continues infinies, il est utile d'obtenir une relation de 
récurrence permettant de calculer facilement &, = [a0:41,a2,...,a, | = 6/1; à par- 
tir des termes inférieurs ü!; =[a0;4,a2,...,a;] =s;/r,i<n. 

Montrer que la relation cherchée est 5, = 4,51 +532 ; ln = Any + l-2, avec les 
conditions initiales 59 = 40, 5-1 =1, $_2 =0 et 5 =1, r1=0, r)=1. 

Montrer que lo, -O+1| =1/(fyfya1). Ainsi, la précision de la fraction continue est 
de l'ordre 1/(r,r,,1) au lieu de 1/7, pour un développement sur une base. 


Dans le cas où la suite 4,,...,a, est infinie, on parle d’une fraction continue infinie. 
La limite de celle-ci, par construction même, est un nombre irrationnel o& = lim(c.,,). 
Si la suite des dénominateurs est périodique, LAGRANGE a montré que & est un 
nombre irrationnel quadratique, c’est-à-dire de la forme & = (a + bVD)/ c,où 4,b40, 


cÆ0 et D sont des entiers (D >1 n'étant pas un carré). 


Comme série très spéciale, considérons le nombre @ = ppp] Calculer la 


valeur de &. 

Les nombres irrationnels qui, par leur développement en fraction continue, conver- 
gent le plus vite vers un rationnel sont ceux qui possèdent des valeurs 4, grandes 
(après tout, 4, = arrête la série et rend le nombre rationnel). Que représente le 
nombre qui s'approche le moins facilement d’un nombre rationnel ? 
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8.3. PROPRIÉTÉS DE L'ESPACE DE PHASE DE L'APPLICATION STANDARD 
[SOLUTION P. 372] = 


Quelques propriétés simples de l'application standard. 


Montrer que la section de Poincaré pour l'application standard définie par (8.1) est 
symétrique par rapport aux points A=(x,0) et C=(n,nr). 

Montrer que l'étude de l'application standard pour K<0 se ramène au cas K>0 
par une translation de l’origine des angles. 


8.4. BIFURCATION DE LA TRAJECTOIRE PÉRIODIQUE 1:1 
DE L’APPLICATION STANDARD [SOLUTION ET FIGURE P. 372] CI 


Recherche des points fixes de l'application standard et apparition d'une bifurcation. 


Trouver les points fixes d'ordre 1 de l'application standard définie par (8.1). Etu- 
dier leur stabilité en fonction de K. A partir de quelle valeur de K, la trajectoire, 
qui était stable, devient-elle instable ? 

Montrer que les points fixes d'ordre 2 sont symétriques par rapport au point (x, 0) 
et que, résultant de la bifurcation, ils satisfont les équations p; =27r-20; ; p;= 


LKsin(6 ;). 

Etudier graphiquement les solutions éventuelles de ces équations. Vérifier qu'il 
n'existe de solution que si le point fixe d'ordre 1 est instable. 

On écrit les deux points fixes d'ordre 2 comme (7-6 /2,ô) et (n+5/2,-6), à étant 
solution d'une équation transcendante que l'on précisera. On veut étudier la stabi- 
lité de cette trajectoire. Pour cela, il faut linéariser l'application au voisinage de ces 
deux points fixes. En déduire que la condition de stabilité est |(2- K cos( /2))|<2, 


et qu’il y a stabilité tant que cos(ô/2) >0 . Quelle est la condition correspondante pour 
K? 

Allons plus loin. Déterminer les directions divergentes et convergentes du point 
fixe d'ordre 1, lorsqu'il est instable. Donner leurs directions communes à la limite 
de la stabilité. Vérifier que les points fixes de l'application d'ordre 2 sont sur cette 
direction. 


8.5. CHAOS-ERGODICITÉ : UNE NUANCE [SOLUTION P. 376] CE 


Comme nous allons le voir, l'ergodicité ne résulte pas obligatoirement du chaos et le chaos 
n'est pas toujours ergodique. 


Imaginons un espace de configuration d’un système caractérisé par deux angles &,B, 
c'est-à-dire qui a la topologie d’un tore. Imaginons maintenant un mouvement 
régulier sur ce tore avec deux pulsations @,,,@8 c'est-à-dire pour lequel la trajec- 
toire est donnée par a(f) = à9 +@ut, B(f) = Bo + @gf. Ce mouvement est entièrement 
prévisible et je chaos est complètement absent. Les propriétés précédentes suffisent 
à déterminer complètement le système, qui est tout à fait général. Une illustration 
possible, et que nous avons à l'esprit, est celle d’un système intégrable à deux 
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dimensions, l’espace considéré étant le tore défini par les deux actions constantes, 
les variables angles «&,B et les pulsations &,,@8 étant déterminées à partir de la 
fonction de Hamilton, selon les recettes du chapitre 6. Dans ce cas, l’espace consi- 
déré est un sous-espace de l’espace de phase, pour lequel les actions ont une valeur 
fixée par les conditions initiales. 


Précisons la notion d’ergodicité de façon plus mathématique. 


Imaginons une fonction F(a&,B) quelconque, définie sur l’espace de configuration ; 
elle est évidemment périodique de période 27 à la fois en & et en f : 
F(a +2in,f +2jn) = F(a,B), i, j entiers. 


On définit sa valeur moyenne dans l’espace par Ê= ae $daf dBF(c, B). 

Maintenant on décide de partir d’un point arbitraire &5,B9 et de suivre la tra- 
jectoire imposée par la dynamique (dans le cas d’un système intégrable, on dirait 
qu'on suit le flot hamiltonien) comme nous l'avons précisé au début de ce pro- 
blème ; la valeur de la fonction F dépend à présent du temps. On définit la moy- 
enne dans le temps de cette fonction pour la trajectoire donnée par F(@,f0) = 


1 T 
lim TFC, B(#))dt.. 


T0 


Le système est ergodique dans cet espace si, d’une part, F(c9,Bo) = F est indé- 
pendante du point de départ, et d'autre part si les deux types de moyennes définies 
sont égales : Ê = F. Cette notion est de grande importance en physique statistique. 
L'ergodicité correspond au fait qu'il est équivalent de réaliser une moyenne sur un 
grand nombre d'ensembles statistiques à un temps donné ou sur un seul ensemble 
mais que l'on suit dans son évolution temporelle. 


Montrer que le système est ergodique si les deux pulsations ne sont pas commen- 

surables. 

Indication — Faites une analyse de Fourier de la fonction F(cœ,f). 

Considérons un système ergodique, caractérisé par la propriété d'ergodicité démon- 

trée à la question précédente. Soit une trajectoire quelconque passant initialement 

au point (&5,fBo) ; elle évolue dans le temps en explorant l’espace de configuration. 

Le but de cette question est de montrer qu’elle le fait de façon dense. Pour cela, choi- 

sissons une portion D de cet espace, située n'importe où, aussi petite que l’on veut 

mais de mesure non nulle (son aire S(D) = Î] dadf 4 0). Le principe de la démons- 
D 

tration repose sur un raisonnement par l'absurde. 


La démonstration de la question précédente est valable quelle que soit la fonc- 
tion F(@,B), pourvu qu'elle soit périodique sur l’espace de configuration. Choisis- 
sons une fonction F(&,B) qui vaille 1 sur la portion D, et 0 à l'extérieur. Supposer 
que la trajectoire ne visite jamais cette portion et montrer que c’est incompatible 
avec les conclusions de la question précédente. 

Résultat — La trajectoire d’un système ergodique explore l’espace de façon dense. 
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8.6. LES MODES D'ACCÉLÉRATION : UNE CURIOSITÉ 
DE L'APPLICATION STANDARD [SOLUTION P. 377] Eu 


Le rôle de l'impulsion dans la section de Poincaré. 


Revenons à nouveau sur l’inépuisable application standard telle que définie par 
(8.1). Nous avons fait remarquer dans les rappels de cours que la périodicité en 
angle est tout à fait naturelle ; par contre, la périodicité en impulsion n’est qu'une 
commodité pratique pour les besoins de la représentation graphique. En réalité, 
l'impulsion n'est en aucune façon limitée. Pour s’en convaincre, nous allons mon- 
trer qu'il existe des points fixes d'ordre 1 de la section de Poincaré, qui correspon- 
dent à une augmentation de 2x de l'impulsion à chaque percussion. Nous appelons 
une telle trajectoire un mode d'accélération. 


De tels points doivent satisfaire les conditions 03 -64 = 2nr ; p1 —-pp = 27. On peut 
toujours convenir de choisir les conditions initiales avec les conditions habituelles : 
0<6<2r; 0<po <27r. Montrer que l'angle (modulo 2x) du point fixe 8; est 
déterminé par l'équation Ksin(8;)= 27. Quelle est la condition sur K pour qu'il 
existe une solution ? Combien y a-t-il de solutions ? Donner l'expression de l’impul- 
sion à chaque percussion. Vérifier que cela correspond à un mode d'accélération. 

On peut s'intéresser à la stabilité de la solution dans l’espace de phase, c’est-à-dire 
à savoir si le mode d'accélération est stable ou non. Linéariser l'application au voi- 
sinage du point fixe et donner la trace de la matrice correspondante. 

Montrer qu'une trajectoire est toujours instable. À quelle condition l’autre est-elle 
stable ? 


8.7. COMMENT RÉALISER UN ROTATEUR PERCUTÉ 
[SOLUTION ET FIGURES P. 378] CCE 


Un cas physique permettant de simuler l'application standard. 


Pour simuler un mouvement décrit par l'application standard définie par (8.1), il 
suffit d'assurer à l’axe de rotation vertical d’un pendule un mouvement horizontal 
bien choisi. 


Un pendule simple, de longueur !,de masse "1, possède un axe de rotation vertical 
de façon à ce que la pesanteur ne joue aucun rôle. Cet axe est animé d’un mouve- 
ment horizontal selon l'axe Ox, d’équation horaire 4(f). On prend comme coor- 
donnée généralisée l'angle 8 du pendule avec l’axe Ox. 


Redonner l'équation traditionnelle d'un pendule ordinaire dans un champ de pesan- 
teur g et de l'impulsion correspondante. Pour tenir compte du mouvement du 
point de suspension, il suffit de se placer dans le référentiel accéléré où celui-ci est 
au repos. Cela revient à faire le changement g — g-4. Tenir compte à présent de 
l'hypothèse que la gravité est inopérante (g = 0) pour donner l'équation du mou- 
vement du système considéré. 

Pour retrouver l'application standard (8.1), on imagine un mouvement saccadé de 
l'axe tel que sa vitesse reste constante durant des intervalles de durée T et aug- 
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mente brutalement de v après chaque intervalle, l'angle restant inchangé au 
moment de la saccade. La vitesse 4(f) évolue donc en marches d'escalier de hau- 
teur v, les sauts se produisant aux temps f, =nT (n entier). Résoudre l'équation 
de Lagrange durant les intervalles à vitesse constante et intégrer cette équation 
durant l'intervalle de temps négligeable où la vitesse a augmenté de v. En déduire 
l'application liant l'angle 6, =8(f,) et l'impulsion p, = p(f, +e), juste après la n- 
ième percussion, aux mêmes quantités relatives au choc (n+1). Par un change- 
ment convenable de la variable impulsion, montrer que cette application n’est rien 
d'autre que l’application standard. Que vaut le paramètre K de l'application ? 

On considère à présent une loi horaire a(t) en dents de scie, de période 7’, c’est-à- 
dire pour laquelle la vitesse v s’inverse périodiquement avec la période T /2 (la 
courbe 4(t) a la forme d'un créneau répétitif). Définissons l'angle 8,, = O(4,), l'impul- 
sion p, = p(f, +€), juste après que la vitesse soit devenue égale à —v, et les mêmes 
quantités 0,:1,P;+1 obtenues une période plus tard. On a intérêt à introduire Les 
quantités intermédiaires 0; =@((n+1/2)T), p; =p{(n+1/2)T+e), obtenues juste 
après l’inversion de vitesse. On peut ensuite reprendre l’étude de la question pré- 
cédente en deux étapes (lien entre 8;,p; et 6,,p, dans une première étape, lien 
entre 0,41,Py+1 et 0;,p; dans une seconde étape), en prenant bien garde au signe 
de la vitesse à chaque étape. On fera un changement sur la variable impulsion 
dans le même esprit que la question précédente, et on introduira le paramètre sans 
dimension K=vT /1. Donner l'expression de l'application liant 0,,1,Pya1 à 65, Pa. 
On désigne celle-ci sous le nom d'application de la dent de scie. 

Réaliser numériquement les sections de Poincaré de l'application de la dent de scie. 
Déterminer tous les points fixes d'ordre 1 (lorsque K n’est pas trop grand, disons 
K <2%) et étudier leur stabilité. Vous montrerez que quatre d’entre eux peuvent 
être calculés précisément. Deux autres résultent d’une équation transcendante que 
vous ne chercherez à résoudre qu'à la limite où K est faible. Vérifier vos calculs sur 
le graphique de la section de Poincaré. Vous remarquerez l’analogie avec l'étude des 
points fixes d'ordre 2 de l'application standard. 


8.8. L'APPLICATION DE ANOSOV (OU CHAT DE ARNOLD) 
[SOLUTION ET FIGURE P. 383] EE 


La suite de Fibonacci comme ingrédient d'un problème physique. 


> Petit préliminaire mathématique 


Partant des valeurs initiales 4, =1, 4, = 1, la suite obtenue par la relation de récur- 
rence An = 41 +An-2 (43 =2, 44 =3, 45 =5,...) s'appelle la suite de Fibonacci. 


Son utilisation par FIBONACCI pour l'évolution des populations de lapins est restée 
célèbre. Une propriété remarquable, que vous connaissez peut-être, est que le rap- 
port de deux termes consécutifs très grands de cette suite tend vers le nombre 
d'or d=(1+5)/2. Ce lien avec le nombre d'or fait que cette suite apparaît assez 
souvent dans les applications physiques. Ce problème en est une illustration. 
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Montrer la relation 4,,14,-1 — a? = he —fjn_2. En déduire par récurrence que 
2 = 
A2r+102r-1 7 07 =]. 


> Etude physique 
On prend un hamiltonien encore plus schématique (il n’a même pas une dimension 
d'énergie) que celui du rotateur : Hj = p° /2, où p est une impulsion conjuguée à 


un angle 6. Mais, cette fois, la percussion périodique, de période unité, donne au 
système une variation instantanée de l'impulsion Ap =8 (au moment de la percus- 


sion) modulo 2x, sans changement de l'angle. 


Attention ! Dans le cas de cette application, la perturbation est si grande que nous ne 
sommes jamais dans les conditions d'application du théorème KAM. 


Ecrire les équations de Hamilton entre deux percussions. En déduire l'application M 
reliant angle et impulsion après deux chocs consécutifs. Vérifier que cette applica- 
tion M est linéaire et conserve l'aire dans l’espace de phase. 


Cette application a été proposée par ANOSOV. Elle a été rendue célèbre par ARNOLD 
qui a montré les différents itérés de l'image d'un chat tracé dans l'espace de phase. 
On en donne une illustration sur la figure 8.4 sur laquelle on montre les deux pre- 


miers itérés de l'application. 
Fr, | 
+ 
l 
[IL 7 / 


Figure 8.4 - Sur la première figure, forme originale du chat. 
Le deuxième dessin montre le résultat de l'application, sans tenir comipte 
des propriétés topologiques du tore. La troisième figure représente le véritable itéré 
qui prend en compte la modularité de 27. La dernière figure montre le second itéré. 


+ 
L 


Par le même raisonnement que celui adopté pour l'application standard, on fait 
l'hypothèse que l’espace de phase est un tore. Les coordonnées 8,p de l'espace de 
phase ne sont définies qu'à modulo 27 près et la section de Poincaré se limite à un 
carré de référence. 


Nous allons d'abord visualiser de façon géométrique l'effet de cette application. 
Montrer qu'il y a deux droites invariantes pour cette application, c'est-à-dire deux 
vecteurs propres qui sont parallèles à (-@,1) et (®-1,1). Montrer que ces deux 


vecteurs sont orthogonaux. Un des vecteurs propres est contracté dans le rapport 
M = 1-1, l'autre est dilaté dans le rapport À =1+. 
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Que devient, dans les applications successives, l'image d'un triangle rectangle iso- 

cèle bâti sur ces deux directions propres. Que devient l'image d'une droite ? d'un 

rectangle ? d'une cercle ? 

Montrer que l'on peut écrire la matrice de l'application sous la forme M = 

at | h et donner U et U7! en fonction du nombre d'or. Donner l'expres- 
2 

sion de la puissance r-ième M' de la matrice de l'application. On ne cherchera 

pas à simplifier les éléments de matrice donnés en fonction du nombre d'or et 

de son inverse. 

En vous aidant de la question 1 et d’un raisonnement par récurrence, calculer M” 

à l'aide des termes de la suite de Fibonacci. Vérifier que son déterminant est bien 

l'unité. 

Cette question concerne les points fixes de façon générale. Il sera plus commode de 

raisonner en unité de 2x et définir les quantités réduites x =8/27r et y=p/2r.On 

définit un point fixe d'ordre r comme un point invariant modulo 27, c'est-à-dire 

tel que (x+k,y+1) (k et l entiers relatifs) est le transformé de (x,1y) par l’applica- 

tion M'.Calculer ces points fixes en fonction de k et !. 

En fait, tous ces points fixes sont redondants car certains sont obtenus à partir des 

autres modulo 2r. Pour trouver uniquement les points fixes non redondants, il 

faut limiter les jeux de nombres (k,f) à ceux qui conduisent à des solutions dans 

le carré de référence 0<x<1; 0<y<1. Montrer que cela restreint la région du 

plan (k,!) à un parallélogramme dont on donnera l'équation. 

En calculant la surface de ce parallélogramme et la surface d'une cellule élémentaire 

correspondant à un jeu (k,/{), estimer le nombre N, de points fixes d'ordre r. On 

notera toutefois que, dans ce nombre, comptent aussi tous les points fixes d'ordre 

diviseur de r. 

Montrer que tous les points fixes sont instables et qu'aucun ne permet à l'impulsion 

de rester constante, sauf le point fixe évident d'ordre 1 : (0,0). 

A titre d'amusement, calculer tous les points fixes d'ordre 2. Votre estimation du 

nombre N, telle que calculée à la question 8, est-elle raisonnable ? 


8.9. L'ACCÉLÉRATEUR DE FERMI [SOLUTION ET FIGURES P. 388] CLR 
Un modèle simple expliquant l'accélération des particules. 


Pour expliquer la présence de particules cosmiques de grande vitesse, E. FERMI a 
proposé le mécanisme suivant. Les gros objets stellaires sont source d’un champ 
magnétique intense, d'autant plus intense qu’on est proche de l’objet. Comme nous 
l'avons vu dans le chapitre précédent, les gradients de champ magnétique se com- 
portent comme des miroirs magnétiques pour les particules chargées. Si cet objet 
possède une vitesse, après réflexion sur le mur magnétique, la vitesse de la parti- 
cule peut augmenter car l’objet stellaire entraîne le champ magnétique avec lui. A 
la prochaine réflexion sur ce miroir, la vitesse peut encore augmenter et il n’est pas 
absurde de penser qu’en moyenne la vitesse augmente au cours du temps. L'accé- 
lérateur de Fermi est un modèle élémentaire schématique de ce processus. 
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Dans un espace à une dimension, une particule de masse #1 rebondit élastiquement 
entre deux murs ; celui de gauche est fixe, celui de droite est animé d’un mouve- 
ment d’équation horaire L(f). On note L’(t), L”(?) les dérivées première et seconde 
de la fonction L(f). Toutes les vitesses dont nous parlons ci-dessous sont exprimées 
en module, mais on prendra bien garde au signe lors de l’établissement des équa- 
tions de la réflexion. 


A un instant f,, la particule subit un choc avec le mur de droite mobile et repart 
avec une vitesse v, relative au mur mobile. Elle heurte le mur de gauche fixe à 
l'instant f,,:1 et repart après le choc avec une vitesse v,,,1 relative au mur fixe. 
Etablir les lois qui donnent (4,,1,0,:1) en fonction de (t,,v,). On définit l’espace 
de phase (f,E), où E désigne l’énergie de la particule dans le référentiel au repos 
du mur sur lequel la particule vient de rebondir ; montrer que l'application pré- 
cédente conserve l'aire dans cet espace. 

On change la définition du mouvement et on appelle maintenant f,, le moment 
où la particule rebondit sur le mur de gauche fixe et repart avec la vitesse v,, rela- 
tive au mur fixe, tandis qu’on note f,,1 l'instant où elle heurte le mur de droite 
mobile et repart avec la vitesse v,,,, relative au mur mobile. Même question que 
précédemment. 

La particule effectue des allers-retours consécutifs, en rebondissant de façon élas- 
tique entre deux parois mobiles d'équations horaires arbitraires. Notons f, et #,,, 


les instants de deux chocs consécutifs et F,, et E,,1 les énergies, après le choc, dans 
le référentiel du mur qu'elle vient de quitter. Montrer que l'application conserve 
les aires dans cet espace de phase, c'est-à-dire que le jacobien de la transformation 
D(h417En+1) 
D(t,,E) 
où on introduit un mur fixe fictif entre les deux murs mobiles, et où on applique 
successivement les propriétés démontrées dans les deux questions précédentes. 
On peut très bien avoir E,,1>E, à chaque itération et c'est dans ce sens qu’on 
désigne cet effet sous l'appellation d'accélérateur de Fermi. 
On considère la situation où le mur de gauche reste fixe et où le mur de droite subit 
un mouvement périodique, de période T. Les quantités correspondant à l’applica- 
tion concernent les chocs sur le mur fixe ; les vitesses sont par conséquent les vitesses 
absolues. La situation est illustrée sur la figure 8.5. Les questions précédentes mon- 
D(t+1 / Es41) =1. On 
D(#, 1, FE, ) 
cherche un point fixe d'ordre 1, c'est-à-dire une trajectoire qui se répète identique 
à elle-même éternellement. Dans ce cas, on doit avoir v,,,=v, et t,,1-t, est 
un multiple de la période T. On note f. l'instant où la particule heurte le mur 
mobile : 4,41 >14>t, et L,=L(f.). Montrer que, pour avoir un point fixe d'ordre 1, 


est unité : = 1. On a intérêt à considérer une situation intermédiaire 


trent que l'application conserve l’aire dans l’espace de phase 


il faut que la particule heurte le mur mobile lorsque la vitesse de celui-ci est nulle 
L'(#.)= LE =0 et que #: =(#,,1 +t,)/2. Linéariser l'application autour de ce point 


fixe. Montrer que la trajectoire périodique est stable tant que l’on a la condition 
-4E /m<L,L?<0. 
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FA 


nes 


Figure 8.5 


Rebonds consécutifs dans le temps entre 

un ur fixe à gauche et un mur oscillant à droite. 
_ 
q Le temps s'écoule vers le haut. 


5 Chaque itération de cette application nécessite de calculer les intersections repré- 
sentées sur la figure 8.5. Cela prend un peu de temps ; aussi les chercheurs utili- 
sent-ils une version simplifiée de cette application, dite approximation de Ulam. 
Pour simplifier, on suppose que l’amplitude des oscillations du mur est petite (par 
rapport à la distance parcourue entre deux chocs), de telle façon que la longueur L 
de la boîte reste approximativement constante. Le mur mobile, sans pratiquement 
changer de place, change tout de même l'impulsion de la particule. On aura intérêt 
à considérer la vision de la question 1, c’est-à-dire définir les temps t, et t,,, lors 
du choc sur le mur mobile. Dans le cadre de cette approximation, on n’a plus la 
conservation de l'aire dans l’espace (t,E). Montrer que l’on a conservation de l'aire 
dans l’espace (t,v). Observer sa ressemblance avec l'application standard. 


8.10. PENDULE AMORTI ET APPLICATION NON STANDARD 
[SOLUTION ET FIGURE P. 392] CE 


Etude simple d'un système non hamiltonien. 


Soit un pendule simple de masse "1, de longueur /, dont la position est repérée par 
l'angle 8 avec la verticale descendante. Ce pendule est soumis, en plus de la pesan- 
teur constante $ vers le bas, à des forces de frottement autour de l'axe de rotation 
horizontal dont les effets se traduisent par un moment — ké. 


1 Rappeler toutes les forces agissant sur le pendule. Dérivent-elles d'un potentiel 
(même généralisé) ? Est-ce un système lagrangien ? Ecrire l'équation différentielle 
résultant des équations de Lagrange pour l'angle. Vérifier le résultat avec la loi de 
Newton. 

2 En définissant un “temps” sans dimension t =œtf, avec la pulsation propre du pen- 
dule © = \ g /1, donner l'équation différentielle pour l'angle et montrer que le seul 
paramètre du problème est la quantité sans dimension y = k /(2mœl?). Pour la suite, 
on supposera y <1. 


3 Quelles sont les positions d'équilibre ? Linéariser l'équation autour de chacune de 
ces positions. En déduire l'équation horaire pour l'angle 8(t). On définit l'impul- 


8 — DE L'ORDRE AU CHAOS 363 


sion par p=0.8, écrire les équations couplées pour l'angle et l'impulsion. Y a-t-il 
conservation de l'aire dans l'espace de phase ? A l'aide d'un petit calculateur, repré- 
senter les courbes paramétrisées par le temps dans l'espace de phase. 

On observe l'angle du pendule pour des temps séparés par ôf= ôt/«, l'équation 
de Lagrange donne une relation entre trois angles successifs 0,,,8,,4,,, car une 
approximation raisonnable de la dérivée première est 9,0=(0,,,1-8,_1)/2ôt et 


pour la dérivée seconde 270 = (8,21 +0,,-1 —28,)/ ët?. 


Poser py =(8y31 -03)/ Ôt ; Py-1 = (05 -8,_1)/ Ôt et montrer que la solution des 
équations couplées dans le plan (8, ,p,) se ramène à l'application : 


0,41 = 0, + Ôtp, 
Pn+1(+Yôt)=p,(1-yôt)-ôtsin6,,; 


Calculer le jacobien } de l'application. En déduire la condition pour qu'il y ait conser- 
vation de l'aire. 

Par une redéfinition de l'impulsion, montrer que pour y =0, on retrouve l'applica- 
tion standard définie par (8.1). Quelle est l'expression du paramètre K ? 

Dans le cas y #0, déterminer les valeurs propres de la matrice correspondant à 
l'application linéarisée autour du point d'équilibre stable. Montrer qu'en prenant 
deux superpositions linéaires de l'angle et de l'impulsion (bien choisies), X(6,p) et 
Y(8,p}), l'application diminue le module de X et Y d'une même quantité qu'on cal- 
culera. En déduire que les applications successives donnent des points qui s'appro- 
chent du point fixe en s'enroulant autour de lui. Le point fixe correspondant est 
appelé point spiral stable ou foyer. 

Comme pour l'application standard, avec un micro-ordinateur, tracer les sections 
de Poincaré pour différentes conditions initiales et différents coefficients de dissi- 
pation Y. 


8.11. STABILITÉ DES ORBITES PÉRIODIQUES DANS LES BILLARDS 
[SOLUTION P. 395] CR 


Pour les accros du jeu de billard. 


> La salle de jeux 


Les chercheurs en “systèmes dynamiques”, bien que gens très sérieux, se sont 
beaucoup intéressés aux billards. La bande du billard est une courbe fermée plane. 
Une boule dans un billard avec des réflexions parfaites est un système autonome à 
deux degrés de liberté : position et impulsion dans les deux directions. Par rapport 
aux systèmes dynamiques standards, ce modèle a l'avantage, comme le rotateur 
percuté, de ne pas nécessiter la résolution des équations de Hamilton : le mouve- 
ment est uniforme entre deux rebonds. Au rebond, la composante tangentielle de 
la vitesse est conservée, et la composante normale est inversée. 


De plus, ce système manifeste des comportements qui vont de l'intégrabilité au chaos 
suivant sa géométrie : carré, ellipse,en forme de coeur, de stade, de triangle. 
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La connaissance de la stabilité des orbites périodiques est très importante à cet épard. 
Le but de ce problème est d'établir les conditions de stabilité d'une orbite périodique 
d'ordre 1 : c'est-à-dire des allers-retours incessants entre deux points du billard. 


> Les bonnes coordonnées pour le billard 


L'équivalent de la section de Poincaré pour le billard est un plan où, à chaque 
rebond, on indique la coordonnée curviligne du #-ième choc 5, le long de la bande 
du billard et la projection de la vitesse tangentielle p, au même point. Le module 


de la vitesse étant conservée, on peut lui donner la valeur unité et la projection est 
le sinus de l'angle d'incidence. La convention de signe est p,, > 0 si la vitesse va 


dans le sens des abscisses curvilignes croissantes. Le problème intéressant est 

l'étude de l'application s, = S(s,_1,Py 1), Pa = P(Su_1, Pa-1) ; celle-ci dépend de la 

forme du billard. Pour les problèmes de stabilité, il suffit d'étudier la matrice déri- 
ds ds,- 

vée M définie par | ," |=M| ,” lJau voisinage d'une trajectoire périodique. 
dpy dp- 

Déterminer la matrice dérivée de l'application. 

On demande de construire cette matrice M. Il apparaît les rayons de courbure à 

chaque choc R,,R,_3. On prend négatif le rayon de courbure si le rebond se fait 


sur une partie convexe. En effet la normale à la surface change d'orientation. Ces 
rayons de courbure sont comparés à la distance parcourue entre les deux chocs L. 


Vérifier que l'application conserveles aires, justifiant ainsi le choix des coordonnées. 


> Indications 


Figure 8.6 - Trajectoire de la boule de billard entre deux chocs consécutifs sur la bande. 
La longueur du trajet est notée L. Les vecteurs tangçents et normaux à la bande 
sont notés pour les deux impacts. En trait pointillé est représentée une trajectoire voisine. 


Une méthode possible est de prendre des déplacements arbitraires petits des points 
d'impact f,_1ds,_ et f,ds,, où les f sont les vecteurs unitaires tangents, orientés 
dans le sens des abscisses curvilignes croissantes (voir figure 8.6). On en déduit la 
variation du rayon vecteur L entre le choc 1-1 et le choc # et on calcule les vari- 
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ations des cordonnées p,_1=f,_1.L/L et p,=t,.L/L. Dans la dérivation, il ne 
faut pas oublier la rotation de la tangente si on se déplace le long de la bande du 
billard : dt, =ds,ñ, / R, où ñ, est la normale à la courbe orientée vers l'intérieur 
du billard. En plus des coordonnées p,,_1, p,, projections tangentielles de la vitesse 
après les chocs, il est intéressant d'introduire les quantités reliées q,_1 et q,, pro- 
jections normales de la vitesse après les chocs. On a le lien pet =] A q2 =1- pà 
mais on prendra garde que 4, _1 = ñ,_1.L/L tandis que 4, =-ù,.L/L. 

Notons que l'utilisation de Mathematica ou de Mapple simplifie un peu la tâche. 
Montrer que les trajectoires périodiques d'ordre 1 entre le point A, (rayon de cour- 


bure R;) et le point À; (rayon de courbure R;), avec A4, = L, sont stables si la 
condition suivante est réalisée : 


DCR EDLIRE DE 


Indication - La trace de l'application pour un aller et retour doit avoir un module 
inférieur à 2. Une simplification résulte du fait que les angles d'incidence valent 0. 
Ne pas oublier que la matrice linéarisée pour un aller-retour est le produit de deux 
matrices M, l'une correspondant à l'aller, l'autre au retour. 


Etudier les stabilités de la trajectoire pour les différentes géométries de rebond indi- 
qués sur la figure 8.7. 


Figure 8.7 - En haut à gauche : trajectoire dans un billard elliptique au voisinage 
du petit axe. En bas à gauche : trajectoire dans un billard elliptique au voisinage 
du grand axe. À droite : Le billard de Sinaï. Une collection de cercles impénétrables 
centrés sur les points d'un réseau carré est équivalente à un billard 
constitué d'un cercle au milieu d'un carré comme indiqué sur la figure. 
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8.12. LES POINTS DE LAGRANGE : GRECS ET TROYENS DE JUPITER 
[SOLUTION P. 398] CEE] 


Ce problème aborde une partie du sujet très vaste connu sous le nom de problème à trois 
corps restreint. 


C'est le problème non intégrable qui a intéressé POINCARÉ. La première étude numé- 
rique de sa solution constitue le travail célèbre de l'astronome français M. HÉNON. 


Considérons deux astres de masses —, et #13 qui, par l'action de leur attraction 
mutuelle, tournent l'un autour de l'autre en gardant une distance fixe D, c'est-à- 
dire qu'ils évoluent sur des orbites circulaires. 


Pour simplifier les notations, on pose M =m; +1m3 pour la masse totale, = 
(m3 -m)/M pour l'asymétrie des masses, de façon à ce que #5 =(1-u)M/2 
et m3 =(1+L)M /2. 


Donner la pulsation de rotation © des deux astres ainsi que les distances d, et d3 
des astres à leur centre de masse noté ©. Pour obtenir cette relation de façon rapide, 
vous pouvez égaler la force centripète à la force d'attraction. 


Considérons aussi un astéroïde de masse # si faible par rapport aux masses des 
astres qu'il n'influence pas le mouvement de ceux-ci. La question est la suivante : 
quel est son mouvement sous l'action de l'attraction combinée des deux astres, en 
supposant qu'il reste dans le plan du mouvement de ceux-ci. 


YA 


\ Na Figure 8.8 


' x Dans le référentiel 
RES : 
({+pD/2: x où les deux grosses 
! 
' ! masses sont au repos, 
nf j mouvement d'une 


/ troisième masse légère. 

# Les distances représen- 

Le - tées sont données dans la 
Fe AE, configuration d'équilibre. 


Dans le référentiel galiléen, le potentiel d'interaction de l'astéroïde avec les deux 
astres dépend du temps, puisque la position de ceux-ci change au cours du temps. 
Il est plus astucieux de se placer dans le référentiel qui tourne avec la pulsation 
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autour de l'axe OZ perpendiculaire au plan du mouvement des deux astres lourds. 
En effet, dans ce référentiel, les deux astres sont fixes et le potentiel d'interaction 
reste indépendant du temps. Nous allons rechercher les configurations stationnaires. 
Dans ce repère, on prend pour origine © et pour axe Ox la droite qui joint les deux 
astres dans le sens de l'astre 2 vers l'astre 3. 


Dans ce référentiel, l'astéroïde a pour coordonnées x, et les impulsions conju- 
guées p,,p,. Le potentiel d'interaction gravitationnelle agissant sur l'astéroïde 
est noté V(x,7). 


Donner l'expression de la fonction de Hamilton à l'aide de ces coordonnées. On 
utilisera le résultat obtenu dans le problème 4.10 (p.162): H=H4-oœL, où H, est 
la fonction de Hamilton comme si le référentiel était galiléen et L, la composante 
perpendiculaire au plan du moment angulaire (qui dans ce cas particulier n'est pas 
égal au moment cinétique). On fera apparaître la pulsation © du mouvement des 
deux astres plutôt que la constante de gravitation, ainsi qu'elle a été déterminée 
dans la première question. 

Quelle est la constante du mouvement E (on l'appelle la constante de Jacobi) ? Le 
système est-il intégrable a priori ? Ecrire les équations de Hamilton. 

Nous désirons chercher s'il existe des configurations fixes pour les trois astres. 
Celles-ci correspondent aux extrema du potentiel effectif qui contient un terme 
centrifuge V,(x,y) = V(x, y) - mo? (x? +y?)/2. Exprimer ce potentiel en fonction 
des distances 7; et r; de l'astéroïde aux deux astres V,(r,,r3). En déduire qu'il 
n'existe qu'un extremum pour # = r; = D. Dans cette configuration d'équilibre, les 
trois astres sont au sommet d'un triangle équilatéral. Les deux positions possibles 
pour l'astéroïde sont nommées les points de Lagrange. Donner les valeurs des 
variables (X;,V1,Px, Py,) Correspondantes. Quelle est la valeur de la constante 


du mouvement en ces points ? 
On veut étudier la stabilité autour de ces points de Lagrange. Pour cela on déplace 
de X,Y l'astéroïde par rapport au point de Lagrange. Montrer que, pour les faibles 


valeurs de X,Y, on a le développement suivant : (e: + a)? +(Y +) 7 =1/L 
= (aX+bY)/L +((20? -1)x2 +6abXY + (26? -a2)Y?)/(215), avec a et b deux para- 
mètres réels quelconques et L=\1 de +p2. En déduire l'expression du potentiel au 
deuxième ordre en X,Y. 

On pose p, = Pxy +U ; Py = Puy +V. 


Donner l'expression de la fonction de Hamilton dans les variables X,Y,U,V. Pour 
être complet, il faut s'assurer que la transformation (x,7,p;,p,) — (X,Y,U,V) est 
canonique. 

Montrer que, avec une définition appropriée du paramètre À, les équations de 
Hamilton résultantes sont : 


X=oY+U/m, Y=-oX+V/m. 
U=oV-mo"(2X-2Y)/8 , V=-œU+mo(AX +10Y)/8 
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Remarquer que ce sont des équations différentielles linéaires du premier ordre cou- 
plées. Les solutions sont des superpositions de modes propres ? de pulsation Q. 
Montrer que ces pulsations propres résultent des quatre solutions de l'équation 
polynomiale F9 =2 +97 146-3% /64=0,où r=Q/0o. 

7 En déduire qu'il n'y a stabilité au voisinage de ce point de Lagrange que si l'asymé- 
trie des masses est telle que u? >23/27. 
Vérifier que c'est le cas pour le couple Soleil-Jupiter. Les groupes d'astéroïdes pla- 
cés aux deux points de Lagrange symétriques par rapport au rayon Soleil-Jupiter 
sont appelés les “grecs” et les “troyens” avec, évidemment, un clin d'œil à Homère. 
On donne m5 = 1049 my. 


Note — En fait le problème de la stabilité est un peu plus compliqué. MARKÉEV a 
démontré en 1969 l'instabilité pour les deux rapports de masse particuliers : 
u=(15- 1213) / 30 et p=(45- 11833) / 90 pour lesquels les pulsations des deux 
modes sont commensurables, respectivement Q, / Q, =3 et Q,/Q, =2. 


Ce problème à trois corps, tel que présenté ici, est une version simple. Il existe aussi 
des points de Lagrange lorsque les trois astres restent alignés. De plus, nous n'étu- 
dions pas la stabilité de la trajectoire de l'astéroïde dans la direction perpendiculaire 
au plan du mouvement des astres lourds. 


Enfin, nous ne traitons que le problème à trois corps restreint : la distance entre les 
astres lourds reste invariante. De façon plus générale, avec trois corps de masses 
quelconques sur des orbites quelconques, il existe deux configurations pour les- 
quelles les trois astres, tout en parcourant leurs orbites elliptiques respectives, for- 
ment un triangle de grandeur variable mais toujours équilatéral. 


9 Revoir la section sur les petits mouvements au chapitre 2. 
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Problèmes - solutions 


8.1. DISPARITION DES TORES RÉSONNANTS [ÉNONCÉ P. 353] 


Compte tenu de la relation s/r=tan&, il est loisible de poser s=Rsina, r= 
Rcos@, où R= Vs? +72. De même, on peut poser @ =Qsinf, @) = Qcosf, où 


Q = Vo? +0 ; la fonction K(w@1,&@) intervenant dans le théorème KAM prend 
donc la forme K(w@:,62)=KkQ. La condition de disparition des tores résonnants 


-3/4 .. 
s'écrit de façon générale : fr —s0»| <K(o@; ,&2)(s? +r?) . Avec nos prescriptions 


particulières, on a dans ce cas RQlsin(o: — B)| <KkQRŸ/2. D'autre part, B=a+ôûc. 
Ainsi la condition de disparition s'exprime de façon simple comme : 


lsin(5o., + 50,1 < kR$/2 


+ ST 2 _ 
La série 2 est convergente si B > 1 ; dans notre cas $=5/2>1 et, donc, la série 
n=11 
5/2 é 


est convergente et on note S sa limite. La fonction x tant monotone décrois- 


sante, on peut majorer la série par une intégrale: Y D < ÈS /24x=2/3.Ona 
n=2h 1 
donc un majorant de la série S, =1+2/3-=5/3. D'autre part, 1/n°5/2 < 1/n? et 


on peut majorer aussi la série par 5 = Ÿ'1/ n? =1? /6.En pratique, on choisit le 
n=2 
majorant le plus petit des deux proposés Min(S,S:)= $S2. Par suite : 


sim 
6 


La somme angulaire de toutes les zones d'exclusion est forcément inférieure à celle 
qui entoure tous les nombres rationnels s/r irréductibles : A < D 2Ba..,|. 
rpremieravecs 


D'autre part, cette dernière somme est forcément inférieure à celle concernant tous 


les nombres rationnels, irréductibles ou non : Y2B0..,|<2 Y80..,|. En tenant 


rpremier avecs r,s=1l 


compte de ces remarques et de la condition trouvée à la première question, il vient 


A<2k ÿ 1/(82+r2)"7. 


r,s=1 
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Enfin la dernière astuce consiste à remarquer que s?+rl>2rs, ce qui permet 
2 
d'écrire A <27%/2k F1 / (sr)? soit A<2 9/24 V1/r°/2| = 273/2gs2. 
r,s=1 r=1 
AS TKS? 


Des tores invariants résisteront si À < 7/2. Cette contrainte est automatiquement 


vérifiée si on impose la condition 2 / 2kS2<n / 2. Ce sera le cas si la perturbation, 
proportionnelle à &, reste faible. Explicitement des tores résistent si la perturbation 
est inférieure à une certaine valeur critique : 


On peut avoir une contrainte plus lâche si on utilise le majorant pour S proposé 
dans la question 2 : 
36V2 


k<Kki= E 


<k; 


8.2. FRACTIONS CONTINUES OU COMMENT JOUER AVEC LES RATIONNELS 
L[ÉNONCÉ P. 353] 


Le plus simple pour montrer la propriété est de raisonner par récurrence : 


+ pour l'ordre 0: 9 =40 =50/. Or # =4a0f1 +2 = 40 X0 +1 =1=#, et So = 
40S-3 +52 = 40 X1+0 = 49 = ; on a bien 55 /% = 40 /1 = 89 = &p. La propriété 
est vérifiée à cet ordre. 


+ pour l'ordre 1: @1 = 40 +(1/ 41) = (agm +1) / a = 4 /n. Or n=a tr = xl 
+0= 4 =" et 5 = 4169 +53 = 4 X 49 +1 ; on a bien 4 /ñ = (apas +1) / à; = ox. 
La propriété est bien vérifiée à cet ordre également. Cela est suffisant pour démar- 
rer la récurrence. 


Supposons la propriété vérifiée à l'ordre #7 —-1 et définissons &;,_1 = [a;e,….,a,] = 
1/11. D'autre part, le nombre cherché s'écrit &, =40 +(1/@%_1) = (40551 +151) 
/85_1, d'où l'on déduit les relations entre quantités primées et non primées : 5, = 
A0 Sp + 1 à ln = 89 1. Mais, grâce à la propriété de récurrence supposée 5,,_7 = 
AnSn-2 +83. Ainsi F, =4,5,_2 +8,_3 ; Comme en outre 5,,_2 =f_1 et 553 =fy_2, 
la relation précédente est 7, = 4,71 +1,_, qui est précisément une des deux rela- 
tions de récurrence cherchée. 

Enfin, 54 = 40 841 + li = 40(4n Sn-2 +Sn-3) +2 +3 = 43 (40 552 +F5_2)+ 
(ap Sn3 +53) = An 8y_1 + 8-2 = 5, Qui constituent la deuxième relation de récur- 
rence cherchée. La démonstration de récurrence est à présent complète : 
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Ta = Anln-1 + Tn-2 


Sn = An Sn1T Sn-2 


Montrons d'abord une propriété importante, en utilisant les relations de récurrence 
précédentes Syr41 —Snalfn = Sn CPRTA +Ta 1)-(an Sn + Sn1)n = —(S5-1n —Snln-1). 
Ainsi de proche en proche s,r,41 sur] = su 1 — Sur, 1] = … = |S2r 1-51 2|= 
Ox0-1x1]=1. 


Maintenant lo, -@,41]= lu / —Suaa Mail = lsuraut = Suit / fran. Compte tenu 
de la propriété démontrée juste au-dessus et du fait que r,r,:1 est une quantité posi- 
tive, nous parvenons à la relation cherchée : 


lo, -@1|= : 
Taln+1 
Le nombre «& s'écrit de façon développée : 
_— 1 
ER 
PR, 
ê p+... 


On voit donc que l'on a l'identité à = ere est équivalente à l'équation du 
p+o 


2 


second degré &° + op —1= 0. Seule la racine positive a du sens ; on trouve alors : 


Vr°+4-p 


2 


= 


Le nombre irrationnel qui converge le plus mal vers un nombre rationnel est celui 


pour lequel les dénominateurs successifs sont les plus petits possibles, c'est-à-dire 
celui réalisé avec p = 1 dans la question précédente. Ce faisant nous obtenons le 


nombre & = (5 - 1) /2 qui est manifestement lié au nombre d'or d = (V5 + 1) /2 
par a=D-1-®D 1 : 


a=D-1-D = 


V5 -1 
2 
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8.3. PROPRIÉTÉS DE L'ESPACE DE PHASE DE L'APPLICATION STANDARD 
L[ÉNONCÉ P. 355] 


Rappelons l'expression de l'application standard: 6,,1=68,+p, ; Puy Ph 
+ Ksin8,,,1. Soit Mo =(80,Po) un point quelconque de la section de Poincaré 
et Mi(2r-85,-pP0) le point symétrique de M, par rapport au point A(n,0). Il 
est équivalent au point M6(2r-865,2r- po), à l'intérieur du carré standard, 
obtenu par des congruences permises. L'itéré du point M, est M; =(8,,m)= 
(80 + Po,Po + Ksin8,) ; l'itéré du point M par l'application standard est M{(681,p1)= 
(Qr-60)+(-po)(-po)+ Ksin6f)=(27—(80 + po).-po —Ksin(Bo + po))=(27-81,-p). 
Ainsi Mi est le symétrique de M,. Et, de proche en proche, il en est de même de 
tous les autres itérés. Autrement dit, en prenant deux conditions initiales symé- 
triques, les trajectoires dans leur totalité sont symétriques. Comme on peut séparer 
la section de Poincaré en deux zones constituées de paires de points symétriques, on 
en déduit que toute la section de Poincaré est formée de trajectoires symétriques. 


Reprenons ce raisonnement pour le centre de symétrie choisi au point C(n,x). Tou- 
jours avec le point de départ M, =(85,p0), on a le point symétrique Mf(2r-80, 
27r- po) qui s'identifie, à une congruence près, au point précédent. Ainsi la symé- 
trie par rapport à À est entièrement équivalente à la symétrie par rapport à C. Les 
conclusions valables pour symétrie par rapport à À s'étendent alors pour la symé- 
trie par rapport à C. 


A un point M =(8,p) quelconque, nous faisons correspondre le point M=(8-6+n, 
p=p) obtenu par une translation de t de l'origine des angles. Soit M’(6’,p') l'itéré 
de M par l'application standard ; on a bien sûr 8=06+p, p’=p+Ksin8’. Faisons 
lui correspondre le point M(8’,p’) par la même translation d'origine. On a par consé- 
quent 0’=0"+r-0+p+r=-0+pet bp =p" = p+Ksin0 = ÿ+Ksin(0’- x) soit p- 


Ksin@”. Autrementdit, l'application qui à M fait correspondre M’ est simplement : 


p'=p-Ksin0” 


On constate qu'il s'agit d'une application standard avec une constante K”=-K 
négative. 


8.4. BIFURCATION DE LA TRAJECTOIRE PÉRIODIQUE 1:1 
DE L'APPLICATION STANDARD [ÉNONCÉ P. 355] 


Rappelons la forme de l'application standard : 8: =69 +po, Pn = Po + Ksin6:. Le 
point (85, Po) est fixe s'il est son propre itéré ; on a donc déjà p1 = po ce qui entraîne 
Ksin8, =0, soit 8, =0 ou 8, =. On a aussi 6; = 84. Pour 0; =0, cela implique 
89 =0, puis po = 0. Pour 8, =7, on a de même 8, = x et pp = 0. Nous avons donc 
deux points fixes d'ordre 1 : 


DS 
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A(0,0) ; B(x,0) 


Pour connaître la stabilité, il faut linéariser l'application au voisinage de ceux-ci. 
Autour d'un point fixe (8;,pF), choisissons un point infiniment voisin noté (8;+e, 


Pf +1) ; l'itéré de ce point est donc 8; =0;+pr+et+n=6;+e+n = 0$+e, soit 
a =etnet p =p+n+Ksin6, =p;+n+Ksin(6;+e)=p;+Ksin0 ;+n+e,Kcose ; 
= ps +, soit M = Kcos8;e +(1+ Kcos6;)n. La matrice de l'application linéarisée 
1 1 


cb pc Le 1+Kcos8; 


| Son déterminant vaut 1 et sa trace T =2 


+ Kcos6;. Au voisinage de À, 6; =0 d'où T=2+K. On a toujours |T|>2 ; par 
conséquent il s'agit d'un point hyperbolique instable. Au voisinage de B, 8;=7 
d'où T=2-K. Le point fixe est stable, ou elliptique, tant que IT| <2,soit K<4. 
Finalement : 
À toujours instable ; point hyperbolique 
& <4 stable; point elliptique 
K>4._ instable;point hyperbolique 


Soit (8;,p) un point fixe de l'application d'ordre 2 voisin de B (le seul point fixe 
d'ordre 1 qui est stable). Par l'application originale, il est transformé en son symé- 
trique par rapport au centre B, de façon à ce que son second itéré coïncide avec le 
point de départ (le symétrique de l'itéré est l'itéré du symétrique ; jeter un oeil sur 
le problème 8.3 pour s'assurer de ce point). On doit donc avoir 8-+p;=27-87; et 
pr +Ksin(8;+p;)=-pr. De la première équation on obtient p;=27-28; et de la 
seconde 2p;=-Ksin(8;+p;) = -Ksin(27-8;) = Ksin8;. Les points fixes sont 
par conséquent déterminés par le jeu d'équations : 


pf= 27-28; 


Pf =+Ksin8; 


Les points fixes sont donc les intersections de la sinusoïde 2K sin6; et de la droite 
2x —28;. Il n'y aura intersection que si la pente de la sinusoïde au point B est supé- 
rieure en module à la pente de la droite en ce point, soit 2K cos 8 f< —2 c'est-à-dire 


-2K < —2, où encore : 


K>4 


On voit apparaître le phénomène de bifurcation. Quand le point fixe d'ordre 1 
devient instable, apparaît une paire de points fixes d'ordre 2. 


374 PROBLÈMES CORRIGÉS DE MÉCANIQUE 


Notons p, => 0 pour le point fixe 4. D'après la première équation pour le point 
fixe 8=27r-20,, soit 8, = 17-06 /2.Le nombre à est déterminé par l'équation trans- 
cendante ô = LKsin(à / 2). Ce premier point fixe a donc la forme a(n—&8 / 2,5) ; le 
second point fixe est le symétrique par rapport à B, c'est-à-dire b(n+8/2,-û). 
Notons qu'on pourrait aussi bien écrire pour l'impulsion de ce point p, =27-&6. 
Partons d'un point voisin de 4, 866 =0,+€, Po = Pa +. Sonitéré (0,,p1) est proche 
de b, soit 0, =0,+€1, p1 = ps +11. Nous avons vu dans la première question que 
1 
Kcos8, 1+Kcos6, 
itéré (8,p2) est à nouveau proche de 4, soit 85 =8,+€2, p2 =p, +2. La matrice 
1 L 
Kcos8, 1+Kcos8, 
du point initial (85,pP9) à son second itéré (8,,p2) s'accomplit donc grâce au pro- 


la matrice linéarisée au voisinage de ce point est | | Le second 


linéarisée au voisinage de ce point est de même | | Le passage 


1 1 1 1 
duit des d tri écédent 
MU D di di ee 1+Kcos8, le 8, 1+Kcos 
: 1+Kcos8, 2+Kcos8, 
E K(cos8, + cos, )+ K? cos8, cos8, 1+K(cos0, +2cos0,)+ K? cos, cos, 


La trace de cette matrice vaut T=2+2K(cos8,+cos8,)+ K? cos0,cos8;. Avec 
cos8, =cos(n—-ô/2)=-cos(ô/2) et cos, = cos(n + à / 2) = —-cos(ô / 2) on exprime 
la trace sous une forme plus compacte T =2-4K cos(à / 2)+ K? cos? (à /2)= 
(Kcos(S / 2)- 2) —2. Le point fixe 4 (et donc aussi b) est stable si on vérifie la 
condition -2<T <72 ; une des deux inégalités est toujours satisfaite ; l'autre conduit 
à (Kcos(5 / 2)-2) <4, soit: 


IK cos(à / 2)- 2] < 2 


Si Kcos(ô/2)>2, la condition précédente est équivalente à 2 < Kcos(ô / 2) <4. 
Si Kcos(ô/2)<2 la même condition est équivalente à 0 <Kcos(ô/2)<2. En 
réunissant ces deux inégalités, la condition de stabilité se résume finalement à 
0 < K cos(ô / 2) < 4. Il faut allier cette condition à l'équation permettant de détermi- 
ner Ô, c'est-à-dire, comme nous l'avons vu, Ô = 3 Ksin(ë / 2). Un calcul élémentaire 
nous montre que la condition Kcos(ô / 2) <4, alors équivalente à 8/2 <tan(ë/2), 
est toujours satisfaite. Finalement, la seule condition d'intérêt pour la stabilité est : 


cos(ô/2)>0 


On doit donc avoir 8 <7. De plus K(ô)= 26 / sin(ô / 2). Une étude rapide de la 
courbe K(ô) nous convainc que, sur l'intervalle [0,x|, elle est monotone croissante. 
Par conséquent, la condition 8 < 7 s'identifie à la condition K < K(r) = 27. Finale- 
ment, cette longue étude de la stabilité nous permet de conclure que les points fixes 
d'ordre 2 obtenus par cette bifurcation sont stables tant que : 
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A<K<92T 


La situation est illustrée sur la figure 8.9. 


— TK 


Figure 8.9 - Bifurcation autour du point fixe d'ordre 1 (n,0) noté par un carré noir. 
Les points fixes d'ordre 2 sont représentés par deux petits cercles gris. 
Pour plus de lisibilité, la partie haute de la section de Poincaré a été ramenée 
au bas de la figure par la translation de modulo 27. 


5 On se place dans cette condition et on s'intéresse au point fixe d'ordre 1 B(x,0). La 


matrice linéarisée au voisinage de ce point vaut explicitement | } Il faut 


-K 1-K 
d'abord trouver ses valeurs propres À, qui vérifient l'équation caractéristique is 


Po | 
(2-K)h+1=0. Explicitement À =1(2-k ak) et le =1(2-K4 re ak) 


Puisque lA4|>1, 


À|<1, les directions associées à ces valeurs propres respectives 
sont divergentes et convergentes. La direction des vecteurs propres correspondants 
est parallèle à celle des asymptotes de l'hyperbole des itérés au voisinage du point 
fixe. On peut calculer les vecteurs propres (normalisés arbitrairement) Vi =(1,À 4-1), 
V. = (1, À, —1). Lorsque disparaît la stabilité, pour K=4, Ày =, =-1 et les direc- 
tions des asymptotes sont dégénérées le long des vecteurs : 


V; F 2 nu (2) 


Avec la position des points fixes, mentionnée plus haut, on vérifie facilement que 


> = =? Z 
Ba =(-8/2,8) = -5/2V, et Bb=(8/2,-5) = 8 /2V4. La direction des points fixes 


est donc le long des asymptotes communes du point hyperbolique naissant. 
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8.5. CHAOS-ERGODICITÉ : UNE NUANCE [ÉNONCÉ P. 355] 


La trajectoire pour le système est donnée par les formules très simples : @{f) = 
Oo + @0, B(1 = pt +Bo. L'espace de configuration (&,B) possède la topologie 
d'un tore Ü<a<27r, 0 <B <2n. Considérons une fonction F(o,B) définie dans cet 
espace. Elle est évidemment périodique dans les deux variables F(a+27,f) = 
F(a,B) = F(&,B+27). Il est loisible d'utiliser un développement de Fourier et 


d'écrire: F(a,B) = Fe MB) Suivons les valeurs de cette fonction sur la 
HE 
I, = —00 


trajectoire ; cette fonction devient fonction du temps et prend l'expression sui- 


vante: F(o{9),B()= DE e "a tn08 oil), 


M,H=—0c0 


Calculons à présent sa valeur moyenne sur le temps 
T 00 T 
AN ES COCO ERA) TES PNR LES 
TT 0 HI, =—0 T 0 


i(nO +108 )T 


L'intégrale vaut explicitement si (no, +108) #40, sinon elle vaut 


(O4 +108) 
T. Supposons les pulsations non commensurables ; cela signifie que @,, / @g n'est 
pas un nombre rationnel ; cela implique que l'on a toujours (710, +108) #0, sauf 


si M=n=0,et que l'expression proposée de l'intégrale est toujours valable Vi 0, 


n #0. De plus, 0 < FA FAOpIT —1|<2 et donc Hinf ea trot — 1) /T 0. 


Par conséquent, dans le développement de Fourier ne subsistent que les termes 
m = n =0 pour lesquels la limite vaut 1. Finalement : 


F(cto,Bo) = Foo 


Cette valeur est indépendante du point de départ (@,B0).: 


Considérons maintenant la moyenne sur l'espace de configuration : 
1 


= F(@,B)dodf. 
En utilisant le même développement de Fourier : 
5 1 00 27 . 2r . ï oo 
F= 5 À É Ï el" da [ei"ê dB = 2 D En (278 m0 X278,,0) = F0 
(27) HI,H=—00 6) 0 (27) M1 ,H=—00 


(ô ÿ est comme d'habitude le symbole de Kronecker). 


Nous avons montré, avec les conditions de périodicité imposées à la fonction F, la 
propriété d'ergodicité, à savoir : 


(0,80) = Ê = Fo 
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Il faut montrer que pour un système ergodique la trajectoire explore l'espace de 
configuration de façon dense. Pour cela considérons une petite portion D quel- 
conque de celui-ci et choisissons une fonction F(a@,fB) périodique définie par : 


L 0 si(@,B)# D 
fi 1si(a,B)e D 


Partons d'un point (@p,Bo) quelconque et suivons la trajectoire a(f)=@,f+0@0, 
B(#) = wgt + Bo. On veut prouver qu'un jour ou l'autre elle va explorer la portion D. 
Raisonnons par l'absurde et supposons que la trajectoire ne traverse jamais le 
domaine D, cela signifie que a(t)e D, B(f£ D Vt. Avecla fonction F(a,f) choisie, 
cela est équivalent à F(a(#),fB(#))=0 VE. Onen jrs par D F(@o,Bo) =0 


ne 
1 fau - A 


D'autre part, la moyenne sur l'espace vaut F = r? #0. Ainsi 
notre hypothèse conduit à F4F en contradiction avec la propriété ergodique. 
Nous en concluons que la trajectoire explore forcément la région D, aussi petite 
soit-elle. On dit que l'espace est décrit de façon dense par la trajectoire. 


8.6. LES MODES D'ACCÉLÉRATION : UNE CURIOSITÉ 
DE L'APPLICATION STANDARD [ÉNONCÉ P. 357] 


Nous partons d'un point arbitraire de la section de Poincaré de l'application stan- 
dard 0 <85 <2x, 0 < pp <2x ; son itéré est donné par 8; =86 +0, 1 = Po + Ksin6:. 
Nous cherchons les points fixes d'ordre 1 correspondant à une augmentation de 
27 de l'impulsion. Il faut donc résoudre les équations 61-684 =2nn, p3 — Po = 27. 
La première équation s'écrit aussi bien pp =2nn ; avec la condition imposée au 
point de départ, on doit donc avoir n=0 puis po =0 et 8, =8,. La seconde équa- 
tion pour le point fixe donne à présent Ksin0, = Ksin64 = 27. L'angle du point 
fixe est déterminé par l'équation : 


Ksin8p = 27% 


soit sin0, = 27 / K. Comme on doit avoir la condition sin, <1, la contrainte sur 
la perturbation est : 


K>2T 


Si cette condition est réalisée, il y a deux solutions pour l'angle 6,. Les points fixes 
correspondants sont donnés par : 


69 = Arcsin(2r / K) 8 =r-Arcsin(2r /K) 
po =0 Po = 0 


Avec ces valeurs nous avons 6: = 8, et p = 27. Raisonnons par récurrence et sup- 
posons 6, =65, p, = 2nn. Par l'application standard, l'itéré suivant est caractérisé 
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par 6,41 = 60: +Py = 00 +2nn, qui est congru à 65, et pyy1 = Pn + Ksin6,,3 = 
2nn+ Ksin09 = 2nn +27 = 2{(n+1)n. La récurrence est démontrée. Aïnsi l'itéré 
d'ordre # a pour valeur : 


8, = 60 
Pr =2nn 


D'un itéré à l'autre, l'angle ne change pas maïs l'impulsion augmente à chaque fois 
de 27. C'est en ce sens qu'on parle d'un mode d'accélération. 


Notons 89 l'angle du point fixe et fy =0 son impulsion. Choisissons un point de 
départ proche 65 =89 +£o, Po = Po +0. Son itéré a pour angle 8, 89 +Po = 00 +€0 
+00 = +€ et pour impulsion p} = po + Ksin6, = +10 +(€0 +no)Kcoso = fi +1. 


1 1 
La matrice faisant passer de (£9,n0) à (£1,n1) a la forme Le 6. LEK ces a, 


Sa trace vaut donc : 


T=2+Kcosû) 


Lorsque 80 = Arcsin(2r / K), on calcule facilement Kcos09 = \K?-47?. Comme 
K>27n,on déduit T >2 ; le point fixe correspondant est toujours instable. 


Lorsque 89 =r- Arcsin(2r / K), on calcule de même K cosy = —\K2 -4r?. On 


Pre 


stable pour les valeurs de la perturbation : 


2n<K<2Vr2+4 


8.7. COMMENT RÉALISER UN ROTATEUR PERCUTÉ [ÉNONCÉ P. 357] 


Le lagrangien habituel du pendule simple est donné par L = Lie? + miglcos6. 


L'impulsion conjuguée vaut p = ml°@ et l'équation du mouvement Ü=-(g //)sin0. 
Avec les conventions d'axes, se placer dans le référentiel du point de suspension, 
qui possède une loi horaire 4(f) le long du champ de gravité, revient simplement 
à faire le changement g — $—-% dans l'équation du mouvement. En faisant finale- 
ment g=0, puisque la gravité est inopérante (ou en tout cas négligeable devant 
l'accélération du point de suspension), dans cette équation modifiée nous parve- 
nons à l'équation du mouvement pour le système : 


[e) 
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a 
8 = LS 


Au temps AT, l'angle est O(nT)=8,, la vitesse angulaire Ô(nT)=6,, l'impulsion 
PT) = Py = m6, et la vitesse du point de suspension 4 = nv. Entre l'instant nT 
et l'instant (n+1)T,on a 4 = nv =Cte, donc ä =0 qui conduit, grâce à l'équation de 
Lagrange, à Ô=0. Par intégration Ô=Cte=6,, puis p=Cte= Pn = ml?8,. Par une 
nouvelle intégration @(+)=6,(1-nT)+0,. Juste avant la saccade au temps (n+1)T, 


on à Of(n+ DT") =6,T+8,. Cet angle ne change pas après la percussion et donc 
of( + DT*) =6,,1=0,1+8, ou encore 8,,1=0,+p,(T/ml?). 


Juste avant la percussion 8=8, et p=p,. Que valent ces quantités juste après la 
percussion ? Pour cela intégrons l'équation de Lagrange entre {4 =(n+1)T-E€ et 

h h h 
h=(n+1)T+e : [6(H dt =ê(H)-0(H)= [(G()sin6(#)/Ddt (sin, ,1 /1) [ä(#)dt = 

to to 10 
(sin6,41 /1)(4(t)-à(t0)). Mais, par hypothèse, 4(H)-4(f)=v. De plus ô(#) = 
ô((n+1)T +e) et 8(f9) = Ê((1+1)T —E). A la limite € — 0, il vient donc 6(H)=6,,1 
et (#1) =0,. Notre équation précédente s'écrit à présent 0,,1-6, =(v/l)sin8, 1; 
plutôt que les vitesses angulaires utilisons les impulsions : p,,1-p, = mlusin6,,,1. 
Ainsi l'application cherchée prend la forme finale : 


T 
Op41 = 0 + ne" 


Pari = Pat mlvsin0,;1 


Pour rendre compatible cette application avec l'application standard, faisons le 
changement “d'impulsion” P, =Tp, / (m2). La première des deux équations est 
maintenant identique à celle de l'équation standard : 6,,1 =6, + P,. En multipliant 
la seconde par T /(ml?), on la rend identique à celle de l'équation standard P,,1 = 
P, +Ksin8,,1, à condition de faire l'identification : 


KSE 
Ï 


Maintenant, nous avons une courbe de vitesse en forme de créneau, qui s'inverse 
toutes les demi-périodes. Soit r le numéro d'une saccade où la vitesse devient 
négative ; tout de suite après, l'angle vaut 8,, la vitesse angulaire 6,, l'impulsion 
Ph = ml?6,, la vitesse du point de suspension 4=-v et son accélération ä=0. 
Juste après l'inversion de vitesse suivante, une demi-période plus tard, les quanti- 
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tés correspondantes sont notées 8, 8;, p;, à = v. En recommençant la même étude 
que dans la question précédente, on peut écrire le lien 8;,=6,+0,17/2=068;=0, 
+ PT /CmP), 6,6, =(sin6; / D(v-(-v)), soit p; =p, +2mlosin8;. 


Puis on tient le même raisonnement sur l'autre demi-période pour obtenir les 
quantités 6,41, Ps en fonction de 6;, p;: 6,,; =6;+p;T /(2mP), Pat = Pi 
-2mlvsin6,,,. Comme dans le cas précédent, faisons le changement de vari- 
ables P, =p,T / (2m) en introduisant la valeur K=vT/1. Les applications 
précédentes prennent la forme plus simple: 6; =6,+P,, P;=P,+Ksin8;=P;= 
P,+Ksin(6, +P,) et 8,,1=0;+P,;1, Pi =P-Ksin6,,1. 1 suffit d'éliminer les 
quantités intermédiaires 6;, p; pour obtenir la transformation en “dent de scie” 


cherchée : 


Oyx1 = 0h +2P, +Ksin(6, +P,) 
Pya = P;+Ksin(6,+P,)-Ksin8,,: 


Cette application ressemble très fort à l'application carrée de l'application stan- 
dard ; elle n'en diffère que par le signe du dernier terme (-Ksin8,,,; au lieu de 
+Ksin8,,1). Mais cette petite différence fait que leurs sections de Poincaré ne 
sont pas identiques. Celle de l'application en dent de scie est représentée dans la 
figure 8.10. 


Figure 8.10 - Exemple de section de Poincaré pour l'application en dents de scie, 
obtenue pour K =0,75. 
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Cherchons les points fixes d'ordre 1 de l'application. On doit avoir 8, -85 =2#n, 
P, - Fi =0. Cette dernière équation entraîne sin(8, + P,)=sin8,. Ainsi il existe 
deux séries de solutions : 66 + P5 = 80, 80 + = -860. 


> 1" série de solutions P;, =0 


De la première équation du point fixe, on tire 2nn = Ksin6Q qui n'a de solution que 
si K>2nn. Pour les faibles valeurs de K qui nous intéresse, on ne peut avoir que 
n=0, ce qui implique sin6, = 0. On a seulement deux solutions 8, =0 et 6, =r 
et par conséquent deux points fixes d'ordre 1 : 


A(0,0) ; B(x,0) 


Pour étudier la stabilité du point fixe (6;,P;), il faut linéariser l'application à son 
voisinage. Partons de 64, =8;+£€9, F5 = PF +n0. En reportant dans la première équa- 
tion et, en se limitant au premier ordre, il vient 8, =68;+e1, où € =E€g(1+Kcos8;) 
+0 (2 + K cos f)- De même, en reportant dans la seconde équation, il vient P, = 
PF+m, où M = pK? cos? 8;)+no(1-Kcos8; K? cos? 0). La matrice de liné- 
arisation vaut : 

1+Kcos8; 2+Kcos8; 

-K?cos° 8; 1-Kcos8};- K? cos? . 


On peut vérifier que son déterminant est unité et que sa trace vaut T=2-K 2 cos? 8 fe 


Pour l'un ou l'autre des points fixes cos’ 8  =1et la trace vaut dans ce cas T=2-K 7 


Les points fixes sont stables tant que ÎT|< 2, ce qui correspond à K <2. 


stables si K<2 


A(0,0),B(x,0) sont en si K>2 


>» 2° série de solution 28, + P, =7 


On doit avoir en plus 2P,+Ksin(85 +P,)=2n7r = 2P,+Ksin0. Avec les condi- 
tions initiales 0 <6, <2r, on a la contrainte 0 < 28, + P, <67. Pour les solutions 
cherchées, nous devons nous borner aux choix 28, + P, =n,3r,5n. Finalement, nous 
avons à résoudre le système suivant: P,=(n,3r,5r)-285, Ps =nn- 1 Ksin45. On 
peut résoudre celui-ci de façon graphique en cherchant les intersections des trois 
droites 17-2689, 31-289, 5r -26, et les trois sinusoïdes 17 - 5K sin8, pour des 
faibles valeurs de K (on se convainc facilement que seules les valeurs n=0,1,2 
donnent des solutions dans notre carré de référence). Il n'y a que quatre solutions 
permises dans notre carré de référence. La situation graphique est résumée sur la 
figure 8.11. 
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Figure 8.11 


Résolution graphique pour 
trouver les points fixes de 
l'application de la dent de scie. 

Les points noirs correspondent 

à la première série de solutions. 
Les cercles vides correspondent 

à la deuxième série de solutions. 
Pour ceux-ci, il faut chercher 

les intersections, dans le carré de 
référence, des trois droites kn — 28 
FA (k=1,3,5) et des trois sinusoïdes 
ni +. 4 E mm-1Ksine (m=0,1,2). 


ADTTTTT TT 


Deux points fixes s'obtiennent facilement : le point central C(r,x7) et le point D(0,x). 
Deux autres E et F s'obtiennent en résolvant une équation transcendante. 


Pour trouver la position de E, on utilise le fait que K est faible. On pose 8,=37n/2-Ee, 
P, =. On trouve d'abord le lien n = 2€, puis l'équation n = 5K cose = K/2. On par- 
vient donc à n=K/2 et £zK 7/4, ce qui achève la détermination de E. Le point F 
s'obtient par symétrie. En résumé, les points fixes de cette seconde série sont les 
suivants : 


D(0,n) ; C(n,x) ; E(3rn/2-K/4,K/2) ; F(n/2+K/4,2r-K/2) 


La matrice correspondant à la linéarisation de l'application au voisinage d'un point 
fixe 9;, PF de cette série s'obtient avec la même technique que précédemment. Elle 
est un peu plus compliquée et a pour forme : 


1+Kcos(8 ; +P$) 2+Kcos(8 ; +Ps) 
Kcos(8 ; +P;)-Kcose; —K? cos8 ; cos(0 ; +P;)1+Kcos(6 ; +P;)-2K cos0 ; -K? cos ; cos(8 ; +P;) 


Son déterminant est unité et sa trace vaut T=2+2K cos(6 ; + PF) —2K cos 0; 
+ cos ; cos(8 ; + P;). 

Pour le point fixe D, la trace vaut explicitement T=2-4K+ K?. La condition de 
stabilité est -2 < T <2, qui, dans ce cas, est équivalente à K <4. 

Pour le point C, T=2+4K+K 2>2etle point est toujours instable. 


Pour le point E, avec l'approximation d'une faible valeur de K, T SDK 
K* /16 >2 et le point est toujours instable. 


La situation pour le point F est identique à celle du point E. 
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Pour résumer : 
C,E,F sont toujours instables 
stable si K<4 
ps si K<4 


On voit clairement cette conclusion sur la figure 8.10 ; les trois points fixes C,E,F 
sont au milieu d'une zone de chaos, tandis que le point fixe D est le centre d'un îlot 
de stabilité. 


8.8. L'APPLICATION DE ANOSOV [ÉNONCÉ ET FIGURE P. 358] 


Par simple application de la formule de récurrence 4,,:14,;_1 — aè = (45 +4n-1)4n 1 


2 A 2 2 
— An (An 14% 2) = 4 17 Anfn-2- De même An1 — Andn-2 = Ay_-14523 — An_2 = 


Ay1An1 — aÀ. En appliquant la dernière égalité à n=2r, on obtient 4,,149,_ 


- a3, = 4(7-1)+142(7-1)-1 — 45 1. En descendant la récurrence, cette valeur com- 


mune est égale à 4341 — aè = 2x1-12=1. Nous avons prouvé que : 
5, 1 
02r4102r 1 7407 = 


Entre deux percussions le hamiltonien est celui d'une particule libre H = p? /2. Les 
équations de Hamilton donnent d'abord p =-9ÿH = 0 d'où p=Cte et Ê= 0,H =p. 
Après la percussion n#, l'impulsion est p,, et l'angle 6,. Juste avant la percussion # +1, 
un temps T =1 plus tard, l'impulsion n'a pas changé et l'angle est devenu 8 =p,T 
+0, = p, +0,. Juste après cette percussion, l'angle ne change pas et s'appelle 
Ou = Pn +0. L'impulsion, par contre, a subit une augmentation égale à la valeur 
de l'angle à ce moment c'est-à-dire 6,,,1 ; par conséquent p,,,1 = p, +0,41. L'appli- 
cation de Anosov est définie par: 8,41 =Py +0», Pyat = Pn + Op+1- On peut écrire 
la transformation de Anosov sous forme matricielle de façon tout à fait générale 
(et non plus après linéarisation comme pour l'étude de la stabilité au voisinage 
des points fixes). Dans l'équation de l'impulsion on remplace 6,,1 par sa valeur 
Pn +0, pour trouver p,41 = 2pPy +041. Finalement l'application s'écrit : 


Pa+1 1.2 /\Pn Pn 
Son déterminant vaut l'unité, c'est aussi le jacobien pour tous les points. Cela veut 


dire que l'application conserve les aires. Bien sûr, elle est linéaire dans tout l'espace 
de phase. 
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L'équation aux valeurs propres s'écrit (1—A)(2-À)-1=0, soit x? -31+1=0. Elle 
possède deux solutions réelles dont la plus petite est: Àj =(3— 15)/2=1-d = 
0,382 et la plus grande À, = (3+45)/2 =1+%2= 2,618. Rappelons que le nombre 
d'or D=(1+415)/2z1,618 jouit de la propriété ?-dD=1, ou, de façon équiva- 
lente, d=1+% 1. Il est facile de voir (en utilisant les propriétés du nombre d'or) 


que les vecteurs propres associées aux valeurs propres précédentes sont respective- 
ment (ils ne sont pas normalisés) : 


U=(-®,0 ; U=(@6 1,1 


On a donc MV, = AVi, ce qui correspond à une contraction de ce vecteur, et MV; = 
AV, ce qui correspond à une dilatation. On vérifie facilement que VV = _p® | 
+1x1=0, ce qui prouve que ces vecteurs sont orthogonaux. Ainsi l'application 
correspond à une dilatation d'un facteur 2,618 dans la direction du vecteur V, et 
une contraction d'un facteur 0,382 dans la direction du vecteur W. 


Un triangle isocèle rectangle bâti le long de ces vecteurs devient encore un triangle 
rectangle, puisque l'image des vecteurs propres qui constituent les côtés reste paral- 
lèle à la même direction. Par contre, pour l'itéré n° i, un des côtés a subi une dilata- 
tion d'un facteur A} tandis que l'autre a subi une contraction d'un facteur A. Le 
triangle s'est donc étiré et aminci, tout en conservant sa surface. Cette propriété est 
illustré sur la figure 8.12, où nous avons représenté le triangle original et ses deux 
premiers itérés. 


Figure 8.12 - Sur le dessin de droite, on a un triangle rectangle isocèle 
dont les côtés sont le long des directions de dilatation et de contraction. 
Sur les deux autres figures sont représentées son premier et second itéré. 
Pour plus de clarté, nous n'avons pas effectué les opérations de congruence. 


Puisque l'application est linéaire, elle transforme un segment de droite en un seg- 
ment de droite. De plus deux segments parallèles sont transformés en deux seg- 
ments parallèles. Par contre elle ne conserve ni les angles, ni les longueurs, mais 
seulement les surfaces. 
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Un rectangle est transformé en parallélogramme 


La forme la plus générale pour une conique, en particulier un cercle, est une forme 
quadratique. Toujours à cause de la linéarité, sa transformée est encore une forme 
quadratique, autrement dit une conique, qui peut être déformée par rapport à la 
figure originale. Pour un cercle, à cause de la conservation de l'aire, on ne peut avoir 
qu'une ellipse. 


Un cercle est transformé en une ellipse 


Bien sûr toutes ces propriétés sont valables avant les opérations de congruence qui 
ramènent dans le carré de référence. 


Il est bien connu en algèbre linéaire qu'un changement de base de la matrice origi- 


li 


nale M, vers une matrice diagonale D -[ | s'effectue grâce à la matrice bâtie 


2 


: 1 
sur les vecteurs propres S -| ss à | : D=S"ÎMS. Pour se conformer plutôt à 


l'écriture de l'énoncé, on écrira M=U"IDU, avec le changement évident ut=5 
et donc U =S"1, matrice inverse qui se calcule avec les techniques habituelles pour 


Le. = 
donner U = He Le Aube à Finalement, on peut écrire : 
1/(D+d 1) æ/(D+œ!) 
rip : ut | ,, [-1/@+® 1) ®7/(@+œ) 
É L'or . 1/(D+D 1) æ/(p+œl) 


Ecrite sous cette forme, on calcule aisément la puissance r de la matrice: M'= 


0 
: | En utilisant les 


À 
pu)" =u D'U, expression dans laquelle D’ [5 x 
2 


expressions des différentes matrices, on trouve finalement : 


ou-o lp 1(r8) (ie) 4 à 


ie é p+œ 7 : œ+p 1 
G+æ)-(-#@ 1) D l(-d 1) +@{(1+0)" 
SR D+® | 


Cette matrice est symétrique. Puisque tous les éléments de la matrice M sont des 
nombres entiers, il est clair qu'il doit en être de même de la matrice M' donnée 
juste au-dessus. Les nombres ® et ® ! étant irrationnels, cette dernière propriété 
n'est pas évidente pour la forme de M’ donnée précédemment. Heureusement, 
nous allons montrer, dans la question suivante qu'il en est bien ainsi. 
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Utilisant la propriété Det(M")={(Det(M))}", on voit immédiatement que Det(M"}=1. 
Mais il est instructif de construire explicitement la matrice M”. On remarque que 
42r-1 y 


42 43 y Ar 
LE [ sa y | L Ron fr . 


4 4 : 
u-| À | Faisons l'hypothèse que M' -[ | et raisonnons par 


1 2 427 42741 1 + 249; Mr +244 
Or, compte tenu des relations de récurrence de la suite de Fibonacci 4,,_1 +45, = 
A9r41 = A(re1)-1r 97 + 09741 © 02p42 = (re) 271 + 2097 = 027 + 9731 = 09742 = 
A(r#1} 027 + 245431 = A9y11 + A2y49 = A9y13 = A(r+1)+1- Elles permettent d'écrire la 
@2(74#1)-1  02(r+#1) 
A(r+1)  2(r+1)#1 
est démontrée. Ainsi : 


matrice M'*1 “| | sous la forme présupposée. La récurrence 


me [ 457 | 
Ur DES) 


Sur cette expression, nous vérifions d'une part que tous les éléments sont des entiers, 
d'autre part que son déterminant vaut 4,,102,_; ee =1, en nous servant de la 
relation démontrée dans la première question. 


Nous cherchons les points fixes d'ordre r de façon la plus générale. Nous devons 
vérifier les équations 6, -8, =2nk, p, —-po =2nl. Introduisons, comme suggéré 
dans l'énoncé, les quantités réduites x = 8 / (2x), y = p/(2x). Nous devons résoudre 
l'équation matricielle 


Il s'agit d'un système linéaire classique ; avec l'expression de la matrice M " déduite 
à la question 5 et l'utilisation des propriétés de la suite de Fibonacci, un court calcul 
nous amène à la solution : 


2 lan =K(apss1= 1) ,  _ Kaz, — (as 1 1) 
Ar + Or — 2 2r+1 + 42r-1 = 2 


Pour éviter les redondances, on doit imposer les conditions que, à la fois, 8 et Po 
se trouvent dans le carré de référence ; autrement dit nous posons les contraintes 
0<xo <1 et OS yo <1. Traduites en termes des expressions de x, et 7n obtenues 
juste au-dessus, ces contraintes prennent la forme : 


ral, pc Mr}, Hors Ÿ Apr 72 
127 427 Mr 
App plat Fr 2 y ui Mr 
82-11 Mr-1 1 ri 1 
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La première condition montre que ! est compris entre deux droites parallèles de 
pente (4,41 —1)/4,, tandis que la seconde montre qu'il est compris entre deux 
droites parallèles de pente @), /(a2,_1 -1). Cela signifie que l se situe à l'intérieur 
d'un parallélogramme. Celui-ci est représenté dans la figure 8.13. 


Figure 8.13 


Dans le plan (k,1), la zone grisée 
représente le parallélogramme 

où sont concentrés les points fixes 
de l'application d'Anosov. 

Cette situation correspond 

aux points fixes d'ordre 2. 


8 Toutes les valeurs entières de k,] qui tombent à l'intérieur de ce parallélogramme 
conviennent. Pour estimer ce nombre, il suffit de diviser la surface de ce parallélo- 
gramme par la surface moyenne occupée par un jeu de k,/. Celle-ci vaut l'unité 
car un carré élémentaire de côté 1 dans un réseau dont les noeuds sont placés aux 
nombres demi entiers (1/2, 3/2, 5/2, .) contient un et un seul jeu de valeur k,l. 
Il s'agit donc de déterminer la surface S du parallélogramme. Désignons par 


> = 
OA(@, ,45741 — 1) le vecteur porté par l'un des côtés et par OC(45,_1 -1,4,) le 


= 
vecteur porté par l'autre côté. La surface est donnée simplement par S= OA« OC 


Le calcul de ce produit vectoriel est sans difficulté : S =4,,,1 +42,_1 —2. C'est aussi 
le nombre estimé de points fixes d'ordre r : 


Ny= 041 +497-1 —2 


Notons toutefois que, dans ce nombre, sont comptés tous les points fixes d'ordre 
diviseur de r. Il est instructif de remarquer que le nombre de points fixes tend vers 
l'infini de façon exponentielle avec r et que le parallélogramme s'aplatit et s'étire 
de plus en plus car les deux pentes des droites parallèles tendent vers une valeur 
commune qui est le nombre d'or. 


9 Pour chercher la stabilité des points fixes d'ordre r, il faut linéariser l'application au 
voisinage de ceux-ci. Dans ce cas particulier l'application est déjà linéaire et sa liné- 
arisation est évidemment identique à la matrice elle-même : M”. Sa trace est égale 
à T=4@3,31 +4,_3. On montre facilement que l'on a toujours 4,,1 +42,_3 > 2. La 
trace est toujours supérieure à 2, ce qui prouve que tous les points fixes sont instables. 


10 
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Remarquons aussi qu'à part (0,0), il n'existe aucun point fixe avec 1=0 (c'est évi- 
dent sur le parallélogramme de définition). Par conséquent les impulsions aug- 
mentent forcément d'une itération à l'autre ; nous sommes en présence de modes 
d'accélération. 


Etudions les points fixes d'ordre 2. Puisque 43 =2, 44 =3, a5 =5. On s'attend à 


trouver environ 5+2-2=5 points fixes, parmi lesquels le point fixe (0,0) d'ordre 1. 
Dans ce cas les points fixes sont donnés x, =(3/-4k)/5, yo =(3k-D/5 et les 


” é 4 dns 

frontières du parallélogramme par +k<1<3k+%, 3k-5<1<3k. Un comptage 
exhaustif satisfaisant ces conditions montrent que tous les points fixes d'ordre 2 
sont les suivants : 


(0,0):(1/5,3/5):(275,1/5);:(6/5;4/5);(4/5;275) 


On en dénombre exactement 5, soit le nombre estimé. 


8.9. L'ACCÉLÉRATEUR DE FERMI [ÉNONCÉ ET FIGURE P. 360] 


On désigne par L’(#) = dL(E) / dt, L”(P) = d?L(+) / dt? les dérivées première et seconde 
de la loi de déplacement du mur de droite. 

A l'instant #,, la particule rebondit sur le mur mobile et repart vers le mur fixe avec 
la vitesse v, en module, relative au mur mobile. À ce moment, le mur mobile est 
à la distance L(t,) de l'autre mur et sa vitesse est égale à L'(f,). La vitesse relative 
est —v, et, par la loi de composition des vitesses, elle est u, =-v, +L’(f,) dans le 
référentiel galiléen du mur fixe. Le temps mis pour faire le trajet entre les deux murs 
est par conséquent L(t,)/lu,[= L(#,)/(v,—L'(t,)). Par suite, le temps du choc sur 
le mur de gauche est simplement #,,4 =/,+L(t,)/(0,-L'(f,)). Après le choc, la 
vitesse de la particule est u,,1 =-u,, = v, — L'(f,). Puisque le mur de gauche est 
fixe, cette vitesse est aussi la vitesse relative au mur de gauche v,,,1 =u,,1. Ainsi 
la loi de transformation a la forme : 


tx = ty + LE,)/ (v -L'(4, )) 
Va = Un — L'(En) 


On se place dans l'espace (f,E) en introduisant plutôt l'énergie E = mo? relative 


au mur sur lequel a lieu le choc. Nous cherchons le jacobien de la transformation 
1 = D(tys1, Enx1)/ D(t,,E,). D'après les propriétés des jacobiens, on écrit plutôt 


=D E)/D 021) X (D, n+#1)/D(4; "Un ) X (D, 0n)/D(tn Hair 
I est facile de vérifier que D(f,,1,Ë541)/Dty31,0y1)=m0,,3 et de même 


D(,,0,)/D(4,,E,)=1/(mv0,). Enfin D(k,,1,0541) /D(f,03) = Lo, fr Jo», Vu) 


— Los, bu), Dust). Un calcul élémentaire donne 0, 541 =1+L(#,)/054 
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L/4 2 2 ÿ 4 : 
+L(4,)L(E)/0541, d, Unx1 = 1, dy, tou =-L(t,)/05 4, d4, Vn41 = —L”(f), qui per- 
met d'écrire D(t,41,0541)/ D(t,,0,) = 1+L/(4,)/(0,-L'(t,)) = 0, / vy11. Toutes 
ces considérations permettent de conclure : 


D(ty41r En+1) _ 
D(ty,En) 


L'aire est conservée dans cet espace de phase. 


A présent, f, est le temps où la particule rebondit sur le mur de gauche et repart 
à la vitesse v, ; elle atteint le mur mobile au temps t,,, lorsque la distance de 
celui-ci vaut L(f,,1). Comme la particule a voyagé à la vitesse constante v, entre 
les deux chocs, le temps mis est égal à L(f,,1)/v, et par conséquent t,,1 =t, 
+ L(f,,1)/0,. Au moment du choc sur le mur mobile, la vitesse absolue est v, 
et le mouvement d'entraînement du mur L’(f,,,). La vitesse relative est u,, =, 
— L’(#,41) ; après le choc, la vitesse relative change de signe 4,1 =-u,, puis par 
définition v,,,1 = lu, ul =, —L'(t,41). Pour résumer, la transformation cherchée a 


la forme : 
bn = tt) / 0, 
Vn+1 = On — L'(ty41) 


Pour calculer le jacobien de la transformation, on raisonne exactement comme dans 
la question précédente. On prendra garde toutefois que les quantités L’(£,,1) et 
L(f,41) sont également des fonctions de f,, v, par l'intermédiaire de t,,,1. Expli- 
citement, on trouve 04, bai = Un / Vnyt, do, On = 1+L(E51)L (Enr) / (onvns1), 
dotnr1 = Le) / (On0n1), 0, Vns1 = Val (541) / 0441. Ces relations permet- 
tent d'écrire D(t,,1,0541)/ D(,,0,)=0, / 0,41 et donc, comme dans la question 
précédente : 
D(k541En+1) = 
D(4,,,E;) 


Là encore, l'aire est conservée dans cet espace de phase. 


On peut très bien imaginer la présence d'un mur fictif fixe, entre les deux murs 
mobiles sur lequel la particule arrive au temps intermédiaire T avec la vitesse 
absolue V et une énergie absolue E. La situation entre le mur mobile de droite 
avec les variables (f,,E,) et le mur fictif avec les variables (T,E) est précisément 
celle examinée dans la question 1 ; nous avons montré que le jacobien de la trans- 
formation est unité D(T,E)/D(t,,E,)=1. Ensuite la situation entre le mur fictif 
avec les variables (T,E) et le mur mobile de gauche avec les variables (4,,1,E,,1) 
est précisément celle examinée à la question 2 où nous avons montré que le jaco- 
bien est unité D(f,,1,E,,1)/ D(T,E)=1. La transformation liant les deux chocs 
sur les murs mobiles est décrite par le passage des variables (f,,E,) aux variables 
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(ty1, Enx1). Le jacobien de la transformation D(f,,1,E,11)/ D(f,,E,) peut être 
évalué en l'écrivant plutôt (D(4,:1,E,:1)/ D(T,E)) x (D(T,E)/D(t,,E,)). Compte 
tenu des remarques précédentes, cette valeur est l'unité. Aïnsi, dans ce cas général, 
on a encore : 


Dty41, En) “1 
D(t; # E, ) 


Il y a conservation de l'aire dans l'espace de phase. 


On donne une illustration de notre raisonnement sur la figure 8.14. 


fe Es Figure 8.14 


Rebonds entre deux turs mobiles, 
en introduisant un mur fixe fictif. 


q 


Avec les conventions de l'énoncé, on a un point fixe si au bout d'un temps multiple 
de T, la vitesse après le choc 1+1: v,,, est identique à celle après le choc 11: v,. 
Au choc sur le mur mobile, la vitesse relative avant vaut u,, =v,, — L'(t.), après elle 
vaut Uy41 = —Uy = L'(t.)-v%,. La vitesse absolue est alors 4,1 +L'(H)=2L'(E)-0,. 
La loi du choc sur le mur fixe lui change son signe v,,,1 = v, —2L'(f;) et la condition 
de point fixe v,,,1 = v,, entraîne : 


L'(.)=0 


D'autre part, toujours à cause de la condition v,,1=v,,0ona t,,:;=t.+1./0, et 
t, =t,-—L,/7v,. En faisant la demi somme de ces deux relations, on arrive à l'équa- 
tion cherchée : 


1 PRET 
en 


Nous représentons cette situation particulière sur la figure 8.15. 


Notons f, (choc sur le mur fixe), {. (choc sur la paroi mobile), # (choc suivant sur 
le mur fixe), vo = v, les caractéristiques du point fixe ; on note aussi L, = L(#.), L = 
L'(H)=0, L{=L”"(#.). Choisissons maintenant un départ du mur fixe très proche 
de celui du point fixe f; = {0 +£0, v; = 9 +0 qui donnent des valeurs # =f.+e,, 
tf=h+es, 0f=0 +1. Nous avons d'abord v;= 09 -2L'(H+eE.), ce qui permet 
d'obtenir €. =(n1 -no)/(2L7). 
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Figure 8.15 


Points fixes de l'application 
entre le mur fixe et le mur mobile. 


Une première équation est f; = # — L(f.)/ 0; qui fournit un premier lien ny =-21/€5 
+ (1 + 2L,L!/v8 Mo- Une seconde équation donne f; = {+ L(#)/vf qui fournit € = 
no /2L9) -(1 /QE9 + L./ và }n, soit, après remplacement de n; par la valeur obte- 


nue juste avant, £1 = €g — (21 / và J2+ LEE v8 ]no- Nous avons linéarisé la trans- 


£ € 
formation autour du point fixe et obtenu la matrice M telle que Lu | : M( } La 
1 0 


trace de cette matrice a pour valeur T=2+2LL77/ TS Il y a stabilité des points fixes 
si —2<T<2, ce qui implique LL? <0 et LL?> 204 = 4E / m. Finalement, la 
condition de stabilité se résume aux inégalités : 


4E 
——< LL? <0 
"M CC 


On note par t, le choc # sur le mur mobile, et t, le choc suivant sur le mur fixe. On 
a déjà vu que v,,1 = 0, —2L'(f,,1). On a également t, =t, +L(t,)/0, et t,41 =t. 
+ L(F,41)/0,. Si la longueur varie très peu entre deux chocs, on peut faire l'appro- 
ximation L(f,)=& L(f,,1)= L. Après addition des deux relations précédentes, il vient 
tax = ty +2L/0,. La transformation de Ulam s'écrit donc : 

2L 


t at, + — 
n+1 ñ v, 


Vn41 = Un — 2L"(t,41) 


Au lieu de prendre l'espace de phase (t,E), on choisit à présent (f,v). On cherche le 
jacobien de la transformation D(f,,1,0,41)/ D(4,,0,). A l'aide de l'expression pré- 


cédente de la transformation, il est facile de calculer d, f,,1 =1, à. t,:1 =—-2L/ v?, 
ty a+] Vy +1 n 


0, Una = —2L" (41), do, Vi = 1+ LL (541) / vé et de vérifier que le jacobien vaut 


l'unité : 
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D(,43 »Vn+1) 2 
D(k,,0,) 


L'application de Ulam ressemble beaucoup à l'application standard. En effet, sup- 
posons que la vitesse varie peu autour d'une valeur moyenne ? ; alors 2L/v, = 


(2L/v°) v,. Maintenant, faisons le remplacement {— 8 et v = (5? /2L)p. La pre- 
mière équation de Ulam devient 8,,; = 6, + p,, identique à la première équation de 


l'application standard. Multiplions la deuxième équation de Ulam par 2L/ D? et 
supposons que la vitesse du mur suive une loi sinusoïdale L’(f}= sint ; la seconde 
équation de Ulam devient alors p,41 =p, + Ksin(6,,1), avec K=-4L/ 0°. Par 
conséquent elle s'identifie à la seconde équation de l'application standard. Dans ces 
conditions, l'application de Ulam est équivalente à l'application standard. 


8.10. PENDULE AMORTI ET APPLICATION NON STANDARD [ÉNONCÉ P. 362] 


Le système ne possède qu'un degré de liberté, l'angle 8 du pendule avec la verti- 
cale. L'énergie cinétique se calcule facilement T = me. H faut calculer les forces 
généralisées et, pour cela, on effectue un déplacement virtuel 68. Il y a d'abord le 
poids P=m£ qui effectue un travail virtuel 8W = P-ôr = -Plsin6ë0 = Q, 68 ; 
d'où l'expression de la force correspondante Q,, = -mglsin6. Cette force dérive du 
potentiel V(8)=-mglcos8. Mais il existe, en plus, une force généralisée due aux 
frottements qui est précisément le moment des forces de frottement Q/(8) = -k. 
Cette force ne peut pas dériver d'un potentiel simple V(8) car —-d9V(8) est une 
fonction de 6 seul, alors que Q; est une fonction de ô seul (si k £0). Regardons la 
possibilité d'un potentiel généralisé V(8,6). On doit vérifier -k6 = d(99V(8,6))/dt 
— 09V(6,8) = 60 + 002 V — d9V. Le fait que la force ne dépende pas de à impli- 
que que V(8,6)= f(8)8 + g(8). La relation cherchée est maintenant équivalente à 
_k8 = g’(8), qui ne peut pas être satisfaite si K 4 0. La force de frottement ne dérive 
pas d'un potentiel, même généralisé. 


Le système n'est pas lagrangien 
Cela n'empêche pas, toutefois, l'application de la formulation lagrangienne, qui se 
traduit par l'équation de Lagrange : d(oT)/dt — d@T =Q,+Q7. Elle conduit à 
l'équation différentielle : 


mi26 + kÔ + mglsin6 = 0 


On vérifie celle-ci par les équations de Newton en égalant la dérivée par rapport au 
temps du moment cinétique à la somme des moments des forces appliquées. 
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Divisons l'équation de Lagrange par ml? et introduisons la pulsation propre du 
q grange p P Prop 


pendule «© = \g /l'; elle devient + (k/ ml? » + &? sin6 = 0. Faisons le changement 
de variable t = of ; l'angle devient une fonction de 7 : 8(t). On note 8’({1t)=4d@(t)/dt, 
@”(x) = d?@(t) / dt?. On vérifie facilement 0 = 6’, 6 = 628”. En divisant l'équation 
précédente par w? et en introduisant le paramètre proposé y = k/(2mal?), l'équa- 
tion différentielle à résoudre prend une forme plus simple : 


0” +28’ +sin8 =0 


Au point d'équilibre on a 8 = Cte, donc 8” =6’=0 et par conséquent sin 8 = 0. Nous 
obtenons deux points d'équilibre : 


69 =0 ; 89 = 7 


Plaçons-nous au voisinage du point 6, =0 (position basse du pendule) et posons 
8e ; alors sin0 = £ et l'équation différentielle devient £”+2%"+e=0. La solution 


en est bien connue. 
Puisque y <1, la solution est e(t) = er acos| \1 = y? :) + bsin( V1 - ÿ? s) Le sys- 


tème tend vers le point d'équilibre mais avec des oscillations autour de celui-ci. 
8(t) = ee" Le cos 1 — Ÿ? :) + bsin( 1- P)] 


Le point 65 = 0 est donc un point d'équilibre stable. 
Au voisinage de 8, =7, on pose 8=n+e. L'équation devient €”+2%’-e=0. Il 


existe deux racines réelles, l'une négative ñn =-y—1\1+ y? , l'autre positive # =—Y 


— 


+ \1+ ÿ . La solution est alors : 
Q(t) = ae"17 + be'2T 


La solution croît de façon exponentielle et le point d'équilibre est instable. 
On peut réécrire l'équation différentielle sous la forme de deux équations couplées. 
Si on pose p =4d8/dt=0", alors 8”=dp/dT=p et l'équation est équivalente au 
système : 

8’=p 

p'=-2yr -sine 


On fait des observations stroboscopiques de période ôt et on note 7, = nôt, 8(t,) = 
6,. On exprime les dérivées comme 067, =6/(t,)=(8,,1- 6,_1)/(28t), 8% =@”(t,) 


( 


U1 
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(6, 41 + 0y-1 —26,)/ 5”. L'équation différentielle discrétisée au point t,, s'écrit alors 
(0, 41 +0» 1 26, )/àt° +7y(6, +1 -6,_1)/8t+sin0,=0. Comme suggéré dans l'énoncé, 
on définit les impulsions par l'égalité p, =(8,,1—06,)/ ôt. Cette dernière équation 
s'écrit tout aussi bien 6,,1 =8, +tp,. L'équation différentielle de Lagrange peut 
se mettre sous la forme (p,, —-p,_1)/ t+Y(p, +py_1)+sin8, = 0, qui, après regrou- 


pement des termes semblables et multiplication par ôt, donne la relation de récur- 
rence (1+Yôt)p, =(1-Yyôt)p,,_1 - ôtsin8,. Finalement, la transformation de l'espace 


de phase prend la forme définitive : 


Op41 = 05 +ÔtPn 
(+YT)prr = (1 YÔtT)p, — ôT sin, 


Le jacobien de la transformation vaut explicitement : 
J= (do, 0,41 )0», Pi+1) — (de, Pa+ 0, 6,41). 
Avec do, 0u+1 = 1, dp, Pn+1 = (1 yÔt) / (1+ YÔT) — à” cos 0,1 / (1+%t), d6, Pa+1 = 


—ôtcos6, ,1 /(1+Yt), d,,8,:1 = Ôt, il est facile de montrer que le jacobien vaut : 


_ 1—Yt 
1+yôt 


J 


Il y a conservation de l'aire si ] =1, donc si y =0, autrement dit uniquement si les 
frottements sont absents. 


Plaçons-nous dans ce cas et posons P, = ôtp,. La transformation s'écrit à présent : 


041 = 0, + P, 


= 2 si 
Pis = Pa — ÔT sin0,41 


Cette transformation est identique à la transformation standard si on fait l'identifi- 
2 


cation K =—ôt". 
Le point fixe stable est 84 =0,pg = 0. On choisit un point de départ (£,n) proche de 
celui-ci et on linéarise l'application trouvée dans la question précédente pour obte- 
nir son itéré. 
ire _ 1 ÔT 

La matrice de passage s'écritexplicitement M = Fe Lo be -Ée/U a . 
Sa trace vaut T =(2- ôt’) /{+Yôt) et son déterminant D=(1-"yôt)/(1+7yÔt). 
L'équation aux valeurs propres N-TA+D=0 a pour solutions deux valeurs com- 
plexes conjuguées 6,6 *. Les vecteurs propres correspondants pour la matrice M 
sont X, Y. On a donc X,,1=0X, et Y,,1=06*Y,. Comme (o/=l6*|=4D, on 


déduit X,31 Fe Mau 1Yil= VD. Comme D <1, ces dernières égalités prou- 
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vent que X, —0, Y, — 0 au fur et à mesure des itérations. Les quantités (e,n) 
sont liées à (X,Y) par une transformation linéaire et il s'ensuit que €, —0, 
ny — 0 avec le temps. 


Quel que soit le point de départ (au voisinage du point fixe), l'application l'amène 
irrémédiablement à celui-ci. On appelle ce point fixe un attracteur, un foyer ou un 
point fixe spiral. 


La section de Poincaré correspondant au pendule amorti, est présentée sur la 
figure 8.16, pour un nombre d'itérations égal à 1500, une valeur K=0,04, une 
valeur y =0,15, pour neuf conditions initiales différentes. 


8" 


K=0,04 n=1500 y=0,15 


CZ ND) Na 0 
— 27 —T 0 Lie 27 


Figure 8.16 - Section de Poincaré pour le pendule amorti, en partant de 
neuf conditions initiales différentes. Les paramètres sont indiqués sur la figure. 


8.11. STABILITÉ DES ORBITES PÉRIODIQUES DANS LES BILLARDS 
[ÉNONCÉ ET FIGURES P. 363] 


Nous choisissons une origine © et un point À de la bande repéré par son abscisse 
curviligne 5 = OÀ. On définit en À le vecteur unitaire le long de la tangente : f(s), 
orienté dans le sens des s croissants, le vecteur unitaire le long de la normale : #(s), 
orienté vers l'intérieur du billard, et le vecteur unitaire perpendiculaire au plan du 
billard Z, tel que le trièdre (£,ñ,2) soit direct. 


Soit B un point voisin de À, ds = AB, où la tangente est t’, la normale #’. Les 
directions de # et #” se coupent en un point C et le cercle de centre C et de rayon 
R =CA s'appelle le cercle osculateur et R le rayon de courbure au point A. La 
convention est que dt =t"—# = (ds/R}ñ = (ds/ R}(Z nf). Défini ainsi, le rayon de 
courbure R >0 si la concavité est dirigée vers l'intérieur, R <0 si elle est dirigée 
vers l'extérieur. 
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Au choc #-—1, la particule touche le billard en À à l’abscisse 5,,_, et, après le choc, 
l'angle de réflexion est i,_;. On définit l'autre coordonnée par p,_1 =sini, 1 = 
(1): / [6,1] (composante tangentielle de la vitesse normalisée à 1). Au choc sui- 
vant, la particule heurte la bande en B, à l'abscisse 5,, et, après le choc, l'angle de 
réflexion est i, et l'autre coordonnée p,,. On note L=AB et D=L/L le vecteur 
unitaire le long de la direction de propagation entre les deux chocs. Il est facile de 
montrer que, dans tous les cas, p, =f, -D. Il est aussi utile d'introduire An-1 = 
ñ,_1 D. On fera attention qu'alors g, =-ñ, : D. On a également la relation q2 
+ p2 =1. 


Soit À’ un point proche de À, à l'abscisse s/,_1 = 5,1 +4ds,,_1 et un point B’, proche 
de B, à l'abscisse s/,=5s, +ds,. On a A’B'=L = L+dL ; il est facile de montrer que 
dE = dsut, -ds,_1l, 1, puis, de L-dL=LdL, que dL=D:dL = ds,p, -ds, ps 1. 
On peut montrer aussi, par exemple en utilisant le vecteur N=2ZAD et en décom- 
posant f, =p,D+q,N, que f,:f,_1 = PyPn-1—QnQn-1: On peut calculer aussi dD = 
dL/L-DdL/L= (ds, / L)t, —(d5,_1 / L)F_ — D(dsyps -ds,_1pa-1) / L. 

Après ces longs calculs préliminaires, on peut déduire dp,_1 = d(f, 1 D) = dp,_1 = 
dt -D+ ss ‘db = dSy_1Qn-1 / Ra-1 —ds,_1qn 1 /L-ds,q1q,-1/L, formule que 
l'on peut inverser pour trouver : ds, =(1/q, JL/R, —Qn_1 lds, 1 —(L/Qnqn 1 )dP 1: 


Un calcul en tout point analogue permet d'obtenir dp, =q,(q, /L-1/R,)ds, 
+ (Gun_1 /L)dsy_1. Si l'on remplace ds, par sa valeur précédemment trouvée, on 


parvient à dp; = [(qu-1 Ru 1 Fn R, -L)/(R; R,-1)|ds, 1 + [(L/R, —Qn)/qu1 JdPn1. 


ds ds, 
Nous avons finalement réussi à écrire | ‘ | = u| ei } avec, pour la matrice M 
dp dpy_1 
de transformation, l'expression suivantel0 : 
1 L L 
ETS R T'n-1 e 
M- An KKn=1 Ann-1 
L. 1 L 
—— (9,,3R, 1 +43R, —L — — 
À Run (an 1KRn1 Ty ) HER, An 


Le calcul du déterminant ne demande qu'un peu d'attention. En développant tous 
les termes, on le met sous la forme det(M) =(q,q,_1)/(qun-1) =1. 


10 On pourrait arriver un peu plus vite au résultat en utilisant les calculs du problème 4.13, 
valables pour des réflexions sur deux plans tangents parallèles, et remarquer que la cour- 
bure fait changer l'angle d'incidence d'une quantité ds / R. 
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det(M)=1 


La transformation conserve l'aire dans l'espace de phase des variables (s,,,p,). 


Les points fixes de l'application ne changent pas (5,,p,,) d'un choc à l'autre, autre- 
ment dit la balle rebondit incessamment entre deux points A; (où le rayon de cour- 
bure est R1) et À; (où le rayon de courbure est R;) du billard. De plus, les angles 
d'incidence à chaque choc valent 0, ce qui implique p1 =p2 =0, qi =gq2 =1. Pour 
connaître la stabilité de ces points fixes, il faut linéariser l'application correspondant 
à une période au voisinage de ce point fixe. Or M({période) = M(retour)M(aller). 
Les considérations précédentes permettent de simplifier, en utilisant la notation 
pratique X; =(L/R;)-1,les matrices M comme : 


X, -L 
M(aller) =| 1- XX) 
PE 


et 
X) —L 
Mretour) =| 1- XX; 
a X; 
L 
En fait, on ne cherche que la trace de la matrice M(période) et il suffit donc de 
calculer les éléments diagonaux et d'en faire la somme T = [XX -1+X1X) | 


+ [1+XX +X1X) | = 2(2X1X) 1). La trajectoire est stable si cette trace est 
comprise entre —2 et +2. Cette condition est équivalente à 0 < XX, <1, soit: 


0 < Lis hs <1 
R; R 


Pour un billard elliptique au voisinage du petit axe, on a R; = R; > 0 et L<2R = 
2R. On a la propriété O<L/R;<2 donc -1<L/R;-1<1 et par suite 
O<(L/R -1)(L/R; -1)=(L/R 1)? <1. Cette trajectoire vérifie le critère de sta- 
bilité ; elle est stable. 

Au contraire, pour une trajectoire au voisinage du grand axe, on a encore Ri = R; >0, 
mais cette fois L>2R; =2R; et on déduit 1<(L/R;j-1)(L/R>-1)=(L/R- D. 
La trajectoire est instable. La discussion de ce type de trajectoire mériterait de plus 
longs développements selon qu'elle passe ou non par un foyer. 


Dans le cas de rebonds sur deux surfaces convexes on a R; <0, donc L/R;-1<-1 
et par suite (L/R-1)(L/R; -1) >1 ce qui implique une trajectoire instable. C'est 
en particulier le cas du billard de Sinaï pour lequel toutes les surfaces sont convexes. 
Ce type de billard a été abondamment étudié, en particulier pour son intérêt concer- 
nant les spectres quantiques chaotiques. 
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8.12. LES POINTS DE LAGRANGE [ÉNONCÉ ET FIGURE P. 366] 


On considère d'abord les deux astres lourds, de masses #1, et #13. On sait que 


ceux-ci ont un mouvement homothétique à celui d'une masse fictive qui tourne 


autour du cercle de masse ©. Le mouvement considéré est circulaire ; ainsi l'astre 2 
tourne autour de O à une distance d, avec une vitesse angulaire @ et l'astre 3 


tourne autour de O à une distance d; avec la même vitesse angulaire &. De cette 
façon, les deux astres restent toujours alignés avec © et à une distance D fixe l'un 
de l'autre. La force gravitationnelle que ressent un astre de la part de l'autre est 
Gioms / D? ; on doit l'égaler à la masse de l'astre multiplié par l'accélération cen- 
tripète subie. Ainsi on a md:0°? = Ghz /D?= md,@?. Un calcul élémentaire 
fournit d'abord @? = MG / D*, puis en remplaçant les masses en fonction de 
et &? par la valeur trouvée, on parvient aux distances cherchées d;, = LG+pD, 
d3 = 1 —u)D. On vérifie bien que ces valeurs sont compatibles avec la position 


du centre de masse à l'origine. 


o= Me ; dei(l+u)D.:; d=i(i-u)D 
Plaçons-nous dans le référentiel centré en ©, le centre de masse des deux astres 
lourds, qui tournent avec la vitesse © (par rapport à un référentiel galiléen). Dans 
ce référentiel, ces astres sont fixes et la droite qui les joint est choisie comme axe OX. 
On considère à présent un astéroïde de masse m, soumis à l'influence gravitation- 
nelle des deux astres ; le potentiel correspondant s'écrit V(r,,r3)=-mmG/" 
—mm3G/r,. Comme la distance r; de l'astéroïde à l'astre { est fonction des coor- 
données x,17 de l'astéroïde dans ce référentiel et on peut noter aussi bien V(x,7). 
Dans celui-ci, les astres lourds ont une position fixe et le potentiel d'interaction 
gravitationnelle pour l'astéroïde ne dépend plus du temps. Le prix à payer, comme 
nous l'avons vu dans le problème 4.3, est l'ajout d'une contribution —@L, (dans ce 
cas particulier L, est la composante selon un axe perpendiculaire au plan de rota- 
tion du moment angulaire de l'astéroïde) au hamiltonien original H,. Celui-ci est 


simplement H, = (p? +p5)/ (2m)+V(x,y) et L; =xp,-yp,. Ainsi nous parve- 


nons à l'expression finale : 
1 
HV Papy) (Pi + P5)-@(xp, px) + Vu) 


Remarquons, comme nous l'avons fait dans le problème 4.3, que le terme centrifuge 
est absorbé dans le moment angulaire L, = xp,, — yp, qui est différent du moment 
cinétique 6, = H(xY — yX). 


Le hamiltonien est indépendant du temps 0H / dt=0=4dH / dt et sa valeur reste 
constante sur la trajectoire, constante appelée constante de Jacobi : 
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H(x,y;Ppx,p,)=E = Cte 


Le système possède deux degrés de liberté, mais une seule intégrale première. A 
priori, il n'est pas intégrable. 

Les équations de Hamilton donnent respectivement *=0, H =p;/m+o@y, ÿ= 
dpy H =p,/m-ox, p,=-0,H = @p,-0,V, p,=-0,H = -op;-0,V. En notant 
fx =-0xV, f, =-0,V les composantes de la force d'attraction gravitationnelle, les 


équations de Hamilton prennent la forme : 


= Le + op 5 = ax ;p, = ®y hf,  Py = px + fy 

Aux points fixes, on a déjà X = 1 =0 c'est-à-dire p; =-moy, p, = mox. Par dériva- 
tion, on trouve ensuite p, =-moÿ =0 = mo?x+f,, Py = mox = 0 = mo?y + fu. On 
aboutit ainsi aux équations déterminant les points fixes f,(x, y) = —mo?x, f(x, y) = 
mo? y. Compte tenu de f,=-0,;V, f,= —d4V et —mo?x= mod, (x? +y?), 
mo? y = 1 mod, (x? + y?), les conditions d'équilibre sont équivalentes à la 
recherche de l'extremum 9,V,(x,y)=0, d,V,(x,y)=0 du potentiel effectif V,(x, y) 
= V(x, y) - 2 mo (x? + y?). Plutôt que de garder les variables x,y, il est plus 
astucieux! de conserver les variables #,r3. On a déjà: V(n,r3)=-{mMG/2) 
(( -H)/" +(1+U)/ ñ). Il faut à présent calculer x2+ y? = r? le carré de la distance 
de l'origine à l'astéroïde. D'après les propriétés bien connues des triangles, on a 
d'abord r? = r? +43 -2rd; cosa où & est l'angle entre Ox et la direction de l'asté- 
roïde. On a de même Le = r2 +4? -2rd3 cos(n - a). En tirant la valeur de cosa de 
la première équation et en la reportant dans la seconde, on obtient, après réarran- 
gement, r2= (dor? + darê)/ D - dd, soit r? = zQ + L)r2 + D (1=u}r? - (A u?)D?. 


Nous avons tous les ingrédients pour exprimer le potentiel effectif sous la forme 


Ve(,r3). La condition d'équilibre 9,, V.,(#,r;)=0 fournit la relation MG = or} ; 


soit, grâce à la valeur de ©? trouvée à la première question, # = D. La seconde 
condition d'équilibre d,,V,(:,r3)=0 donne de même r, = D. Dans le référentiel 
considéré, il existe donc deux positions d'équilibre, telles que l'astéroïde forme 


avec les deux astres lourds un triangle équilatéral. Ces points particuliers sont 
appelés points de Lagrange. 


11 Il existe également des points de Lagrange sur l'axe qui relie les astres lourds. Dans ce 
cas " et r; ne sont plus des variables indépendantes et le traitement exposé n'est plus 
valable. 


O1 
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Les coordonnées de ces points s'obtiennent facilement. Raisonnons sur celui d'ordon- 
née positive. Son abscisse est au milieu du segment des deux astres lourds, soit 
XL = L((+u)D /2-(1-u)D /2) = D /2.Son ordonnée correspond à la hauteur 


du triangle équilatéral, soit 177 = V3D / 2. Quant aux impulsions, elles découlent 
facilement de p,, =-m@y, et p,, = mox;. En résumé : 


XL =FHD ; yL=$V8D ; 
Pr, =->m@v3D ; py, =mouD 


Contrairement aux situations les plus habituelles, les valeurs des impulsions au 
point d'équilibre ne sont pas nulles. 

En ces points (dans le reste de la question, on supprime l'indice L par souci de sim- 
plicité typographique) p;=-m@y, p, =mox donc (p2 + pè)/ (2m) = Lo (2 +y?)= 


Emo D? (u? +3). Puis on a aussi O(XPy — YPx) = mo? (x? + y?) =-Lmo? D? (p? +3) 


et enfin V(x,y)=-mo?D?. En regroupant ces trois contributions, nous parvenons à 
la valeur de E : 


E=-dmoD?(u? +11) 


On part d'un point x=x; +X, y=1y; +Y proche du point d'équilibre( X/D,Y/D <<1) 
et on cherche l'expression du potentiel en ce point, en se limitant au second ordre en 
X/D,Y/D. 


Soit 1/V(X +4) +(Y+b) = L1(1+(2aX +20N/L +2 +22) © 


= LL (ax +20N)/2 202 + Y2)/L2 +4 (2aX +2bY) Ji] 
=1/L-(aX+bY)/E +(a? PK HOP a 7)Ye +6abXY)/QL), 
qui est bien le développement demandé. 


Notons pour simplifier X=X/D, Ÿ=Y/D.II faut d'abord calculer : 


A Vera D /2 + ne VC + X+(1-u)D 72 + (y ; Y}? 


| Ru 2 
= Ve+D/2 +(Y+DV3 /2)". 
On applique la formule du développement précédent avec a=D/2, b=DV3/2; 


dans ce cas L = D.Onobtientalors: 1/3 =D 6 Lx Ÿ i Fe S er … xÿ) 


Maintenant r = Yx-a + u)D/2) +2 = Ve +X Es Gi LD / 2Ÿ “Ge + y} 


= Vex-D/2) #(v4DV3 2). 
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On applique encore le développement avec 4 =-D/2, b= D\3 / 2. Par rapport au 
cas précédent, il suffit de changer 4 en -a, donc de changer le signe des puissances 
impaires de k. 


Use s, L Pa 
On obtient maintenant 1 /» = D'if1 +1X-Sÿ-1%24552 2 x) Enfin, un 


4 


dernier coup de collier donne accès à l'expression du potentiel : 
VX, Y) = -mo2D? + mo?| 1 uDX + Spy à (2 DAY sv?)] 


avec la valeur À = 63. 


Posons maintenant p,; = px, +U, p, =p,, +V.En partant des crochets de Poisson 
élémentaires sur les variables originales x,1,p,,p,, on montre sans grande diffi- 
culté que l'on a également les crochets de Poisson élémentaires {X,Y}=0 ={U,V}= 
{X,V}={Y,U}, {X,U}=1={Y,V}. Ces propriétés sont suffisantes pour assurer la 
canonicité du changement de variables. 


Un calcul un peu long, mais sans difficulté majeure, permet d'écrire le hamiltonien 
en termes des nouvelles variables : 


2 2 2 
H(X,Y,U,V)= EE ox vu) + (2 _5Y2-Axy) 
m 


Comme la transformation est canonique, il y a invariance de la forme des équations 
de Hamilton. Ainsi X=0yH=U/m+oY, Y=0yH=V/m-œX, U=-0,H = 
OV -mo?(2X-XY)/8, V=-0,H = -oU + m@?(ÀAX +10Y)/8. 


A 
il fit 


U=oV-Lmo(2X-AY) ; V=-œU + Emo’ (AX +10Y) 


Remarquons que ce sont des équations différentielles du premier ordre linéaires, 
couplées. La méthode de résolution en est bien connue : on cherche les modes pro- 
pres sous la forme X = Ke Y= Ye, u = Une, V = Ven, En faisant ce 
remplacement dans les équations différentielles, on parvient à un système linéaire 
qui ne possède une solution non évidente que si le déterminant de la matrice cor- 
respondante est nul, ce qui se traduit par : 


—iQ (A) l/m 0 

—O —iQ 0 l/m 
mo? /4 Amp?/8 iQ  @ _ 
Am? /8 5mo?/4 -@ -iQ 


0 
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En posant r=Q 7/6, cette condition est équivalente à l'équation bicarrée : 4 _r? 


+ (27 /16-X2 /64) =0. 


Il y aura stabilité du mouvement si la solution est un nombre réel, soit r?>0. En 


particulier r? est réel. Comme la somme des racines vaut 1, une des deux racines 
au moins est positive. La condition cherchée finalement est que le discriminant soit 


positif, c'est-à-dire 1—4(27/16-X2 /64)>0, soit 1-27/4+N /16>0 ou À > 92. 
Avec la valeur de À en fonction de L, cette inégalité est équivalent à u? > 23/27 : 


jh? 23727 


Pour le couple Soleil-Jupiter u = 1048 / 1050 et u? = 0,996 > 23/27 = 0,851. Les asté- 
roïdes aux points de Lagrange sont sur des orbites stables. 
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